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1. Introduction

Une procédure classique d'échantillonnage a Igptiéceconsiste a prélever, dans un lot
d'une production donnée, un échantillon aléatdisreple den unités et a dénombrer, parmi
cesn unités, le nombre d'unités non conformes. Si aabme x est inférieur ou égal a un
nombrea préalablement fixé, le lot est accepté. Dans $ecoatraire, le lot est refusé.

La taille de I'échantillom et le nombre maximum d'articles non confornaesont
définis, avant le contrdle, en fonction du risquepdoducteur et du risque de l'acheteur.

Le risque du producteur correspond a la probaliitéejeter le lot, alors que la qualité
de ce lot est satisfaisante. Le risque de I'achetgtula probabilité d'accepter le lot, alors que
la qualité du lot n'est pas satisfaisante.

Concretement, pour déterminer les caractéristiquetsa du plan d'échantillonnage, on
fixe la proportion p, d'articles non conformes considérée comme acdepgala proportion

p, considérée comme inacceptable. Pour une qualitétdégale ap,, la probabilitéa de
rejet est également fixée, généralement a 0,05 :

P(X >dp= po):a.

De méme, pour une qualité du lot égal@,a la probabilité d'accepter le lot est fixee, par
exemple a 0,10 :

P(x <dp=p,)=p.
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Dans les relations ci-dessu$,est la variable aléatoire représentant le nomhnaitds non
conformes dans un échantillon de taille

Définir les deux couplep, ,«) et (p,, #) revient a fixer deux points particuliers de la

courbe d'efficacité du plan. Cette courbe représknprobabilité d'accepter le lot en fonction
de la valeur de la proportion d'articles non comies dans la production. Nous notons cette
efficacité B(p), eton a :

a=1-4(p,) et B=25(p,).

Le caractere conforme ou non d'une unité d'échamiihge est lié a des critéres
préalablement définis, de quelque nature qu'ilergoiSelon les applications, il pourrait s'agir
des criteres suivants : mauvais assemblage de spisoeidures imparfaites, emballage
détérioré, présence de contaminants, dimensiopnsreutes, etc.

Si 'examen d’un échantillon de articles conduit au dénombrement des articles non
conformes, on a affaire a un contrdle qualitafifpelé encore contrdle par attributs. Différents
plans d’échantillonnage peuvent étre utilisés.sksdifférencient par la maniére dont les
articles sont prélevés et examinés. On distingnsi,anotamment, I'échantillonnage simple,
I'échantillonnage double et I'échantillonnage sédiet. Pour un type de plan donné, la
définition du nombre d’articles & examiner et desditions d’acceptation ou de rejet d’'un lot
d’articles reposent sur la courbe d’efficacité, éesactéristiques de I'échantillonnage étant
déterminées a partir de la connaissance de deumtspdé cette courbe. En pratique, lorsque
les deux points de la courbe sont donnés, la détation de la taille de I'échantillon (ou des
échantillons) ainsi que des conditions d’acceptatizi de rejet des lots se fait par la
consultation de tables ou de graphiques spéciagppuibles notamment dan<BLLING
[1982]. L'Unité de Statistique, Mathématique etoimhatique appliquées de la FUSAGx
propose aux utilisateurs du logiciel Minitab descroa permettant de définir les plans
d’échantillonnage et d’en calculer les caractéqists afin de permettre une comparaison aisée
des différentes alternatives. Ces macros, ainsilem@otices d’utilisation, sont disponibles
sur le site web de I'Unité :

www.fsagx.ac.be/si/

en cliqguant sur le lien_Macrpspuis sur le theme en question. Les principes de
I'échantillonnage qualitatif et des exemples disétion de ces macros sont donnés dans un
document également disponible sur le site [P, 2008].

Dans le cas particulier ou le critere de non canftir est li€ a une mesure, la
conformité est souvent définie en relation aveaddéion de tolérance. On considére, par
exemple, comme non conforme une unité dont la meswst supérieure a une tolérance
supérieuret_, ou bien inférieure a une tolérance inférieq?e

1 Faculté universitaire des Sciences agronomiqueSetabloux (Belgique).
2 En anglais : upper et lower specification limitsSUet LSL.
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Si la distribution de la mesure est connue, le lprak de I'échantillonnage a la
réception peut étre posé dans les termes suivantgonsidérant le cas d'une tolérance
inférieure uniguement, par souci de simplificati@m préleve un échantillon d'effectif sur
les unités prélevées, on effectue la mesure etnodétermine la moyenn&. Le lot est
accepté si la moyenne observée est supérieure walme fixeeX . ; il est rejeté si cette

moyenne est inférieure a cette valeur. Définirlnpl'échantillonnage revient, dans ce cas, a
déterminer la valeur de et la valeur dex ... Le probleme se pose évidemment de maniere

similaire dans le cas d'une limite de toléranceégapre. Il peut aussi concerner le cas de
deux limites de tolérance.

Un tel type d’échantillonnage s’appelle échantiiage quantitatif, ou encore
échantillonnage par mesures. Dans ce document, esasinons comment le plan
d'échantillonnage peut étre défini dans différesiéisations et nous présentons des macros
Minitab, disponibles sur le site de I'Unité, pertaet le calcul des caractéristiques du plan
pour des distributions de mesures supposées n@niads exemples numériques détaillés
illustrent chaque fois les résultats théoriquestdles exemples sont également traités par les
macros proposeées.

Nous examinons d’abord le cas des plans d’échamtiige simple, ou I'échantillon est
prélevé en une seule fois (paragraphe 2). Ensaiie oconsidérons le cas de I'échantillonnage
séquentiel, ou les unités d’échantillonnage soélepées et observées une a une jusqu’a ce
qu’'une décision concernant I'acceptation ou letrdje lot soit prise (paragraphe 3). Enfin,
nous tirons quelques conclusions (paragraphe 4).
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2. Echantillonnage simple

2.1. Cas d'une seule limite de tolérance

Nous considérons le cas d'une production décriteipa variable normale de moyenne
m et d'écart-type connu et nous supposons d'abdilchtgxiste qu'une tolérance inférieure

A titre d'illustration, soifX le poids en grammes d'articles produits, la digtron deX
étant normale avec un écart-type de 4 g. Soit ciéeaince inférieure de 1000 g. On considere
donc qu'un article est non conforme si son poitisnésrieur a 1000 g et qu'il est conforme si
son poids est supérieur ou égal a 1000 g.

On se propose de définir un plan d'échantillonndgginé a vérifier si, pour un lot
important, la proportion d'articles dont le poidd mférieur a 1000 g n'est pas trop grande.
Pour cela, il faut préciser les exigences du cteed termes de qualité et de risque.

Concretement, il faut fixer deux couples de valelespremier couple correspond a la
qualité acceptable, définie par la proportigy d'articles non conformes, a laquelle est

associé le risque du producteur. La valeup, est la proportion d'articles dans le lot dont le

poids est inférieur & 1000 g, considérée commeptaicke. En d'autres mots, si le lot contient
effectivement une proportion d'articles non confesnégale &, il faudrait que la procédure

d'échantillonnage conduise a l'acceptation duMet aine probabilité élevée, le complément a
l'unité de cette probabilité étant le risque ga'roducteur de voir son lot refuse, alors qu'il
est de qualité acceptable.

Le deuxieme couple de valeurs correspond a latquiddi rejet, définie par la proportion
p, d'articles non conformes a laquelle est assoaiisdeie de l'acheteur. La valepy est la

proportion d'articles dans le lot dont le poidsiefgrieur a 1000 g, considérée comme devant
conduire a l'acceptation du lot avec une faibldophalité, cette probabilité étant le risque qu'a
I'acheteur d'accepter le lot de mauvaise qualité.

Si on désigne pap la proportion d'articles dans le lot dont le poadt inférieur a la
tolérance inférieuret( = 1000 g), paA la décision d'accepter le lot et fala décision de

rejeter le lot, on peut écrire :
P(RIp=po)=a=1-4(p,) et P(Ap=p,)=4(p,)
a et B(p,) étant respectivement le risque du productewr gstjue de I'acheteur.

Concretement les parameétres a fixer sont doncegyant, p, et & ou (po) et, d'autre
part, p; etB(p1). Supposons que, pour 'exemple, on retiennedksuis suivantes :

p, =001, B(p,)= 095 p, =005 et B(p,)= 010.
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Pour un procédé de production normal et d'écad-typil est possible de définir les
moyennesmy et m; qui conduisent a des proportions d'articles delpanferieur at,

respectivement égalepaetp; :
P{X <tjmg . 0)=py et P(X<t|my c)=p,,

X ayant une distribution normale de moyemg , a déterminer, et d'écart-typeconnu, dans
le premier cas, et une distribution normale de mogem;, a déterminer, et d'écart-type
connu, dans le second cas.

Le passage a la distribution normale réduite pemheetésoudre chacune de ces deux
équations. On trouve :

My =t +u1_p00 et my; =t +u1_p10,

la notationuIO représentant le pourcentpede la distribution normale réduité:

Pour un échantillon de taillg prélevé dans le lot, la regle de décision coasistejeter
le lot si la moyenne de I'échantillon est inférieure, ;. et a accepter le lot &= X

min *

Compte tenu des risques d'erreur précisés ci-dessuspeut écrire le systeme
d'équations suivant :

{P(Np = po) = B(po)
P(Np = pl) = ﬁ(p1),

Oou encore .

m= rnOi)zﬁ(pO)
m= mli):ﬂ(pl)-

P()T >X
P(X 2 Xmin

Dans le premier cas{ est une variable normale de moyemmne et d'écart-type égal a
0/ Jn; dans le second ca¥, est une variable normale de moyemmg et d'écart-type égal a

o/+/n. La quantitéa/+/n est l'erreur-standard de la distribution d'éciantiage de la
moyenne d'un échantillon aléatoire et simple p&bians une population normale.
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Le passage a la normale réduite permet de résmadsystéme de deux équations a
deux inconnues. On obtient :

n= ((u/f’(Po) * Ul—ﬁ(pl))ajz
My, — My

et )_(min = rnOi _uﬁ(po) U/\/n_

Pour I'exemple considéré, on a :
P, = 001, B(p,)=095 p, =005 et B(p,)= 010,
Uges = 16449, U4, =1,2816,
my =1000+ (2,3263(4) = 100931,

my =1000+ (1,6449(4) = 100658,

. ( (1L6449+1,2816)(4)

2
1009,31—10006.58j =1839

et % . =100931- (L6449 (4)/4/1839 =100777.

Dans la pratique, il est évidemment nécessaireoddir I'effectif de maniere a obtenir
un nombre entier; il en résultera une légere difiée entre les risques et S réels et les
risques nominaux. Ainsi, si on arrondit vers le fras 18), on trouve :

B(p,)=09488 et A(p,)=01034
Si on arrondit vers le haut € 19), on a :
B(p,)=09533 et B(p,)=00974

L'écart entre ces valeurs provenant de l'arrondi deles valeurs nominaleg(fo) = 0,95 et
B(p1) = 0,10) est sans grande incidence pratique.

La figure 1 donne les densités des quatre distabsitnormales qui interviennent dans
ce probléme. Les densités numérotées 1 et 2 dattaweroduction lorsquen = 1006,58 et
lorsquem = 1009, 31.
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L'écart-type de ces deux distributions est égal lBadproportion d'articles produits ayant un
poids inférieur a la tolérance, (= 1000) est respectivement de 5 % et de 1 % pesideux
types de production. Les densités numérotées 3 airespondent aux distributions des

moyennes des échantillons, lorsque= 1006,58 et lorsqum = 1009,31. L'écart-type de ces
deux distributions est égal a :

4/,1839=0918

Pour m= 1006,58, la proportion d'échantillons dont la yerme est supérieure a

Xmin =1007,77 est de 10 % et correspond au risfude I'acheteur. Lorsque la moyenne est
de 1009,31, la proportion d'échantillons dont layemme est inférieure & .= =100777 est

de 5 % et correspond au risqaedu vendeur. Sur la figure, ces différentes prapost
correspondent a des surfaces sous les courbesndaédde probabilité, ces surfaces étant
limitées, a gauche ou a droite selon le cas, palesrdeux segments verticaux.

0.4

0.3

densité

02 ,’ i ;
0.1

0.0

Figure 1. Distribution des observations (courbes 1 et 2jlet moyennes des échantillons
(courbes 3 et 4) pour une moyenne théorique éga®6&,58 g (courbes 1 et 3) et pour une
moyenne théorique égale a 1009,31 g (courbes R et 4

Dans les relations ci-dessus, la valeundeété exprimée en fonction de I'écart-type et
de la différencem, —m;. On peut cependant aussi exprimer directemeen fonction de

Po: APo), Py etS(p1). On obtient alors la relation suivante :
2

=] Yot TYeate) |

ul‘Po - ul_pl

-7 -
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De méme, la valeuk .. a été exprimee en fonction de,; . Elle peut cependant aussi étre
exprimée en fonction de la tolérance inférieureeHet :

Mo =G +Up_p O

et imm:ti +k o,

avec k=u,_, —uﬁ(po)/\/ﬁ.

En remplacant par I'expression ci-dessus, et aprés simplificatbm obtient encore :

= e Yia(e) T U Ys(r)
Up(py) T YUi-p(p,)

Pour lI'exemple traité précédemment, on obtient :

Ugge = 23263,
~(2,3263(1,2816 + (1,6449(1,6449 _
k= 16449+ 12816 =19433
et X, = 1000+ (1,9433(4) =1007,77.

Le cas d'une limite de tolérance supérieure setd@ maniére tout a fait similaire et on
obtient les relations suivantes :

mOs:ts_ul—pO g,

Mg :ts_ul—pl g,

Us-p, Ya-p(p) * Ya-p, Yp(p,
=0y = )
Us(ps) ™ t-5(p,)

et Xinax = Mps T Ug(p ) U/Jﬁ:ts—ka,

le lot étant rejeté lorsque la moyenne de I'éciantest supérieure & . .
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2.2. Cas de deux limites de tolérance

Lorsque la conformité d'un article est définie pguport a une tolérance inférieure et
une tolérance supérieure, le probleme peut étpeurplus complexe et nous allons distinguer
trois situations différentes, lies a la longueeif'thtervalle de toléranck —t, par rapport a

I'écart typeo du procédé.

Le premier cas envisagé se présente lorsque Vailerde tolérance est grand par
rapport aoc. Dans ce cas, lorsque la moyenne du procedé est ég point central de
I'intervalle de tolérance, la proportion d'articeesdehors des limites de tolérance est faible et
négligeable en pratique. Nous considérons qu'odasst cette situation lorsque l'intervalle de
tolérance est au moins 7,5 fois plus grand quertégpe du procédé. Si le procédé est centré,
la proportion d'articles non conformes est alofériaure a 2 pour 10.000. Une diminution de
la moyenne conduira a la production d'articles nonformes caractérisés par une valeur
inférieure a la tolérance inférieute. Inversement, une augmentation de la moyenne danne

lieu a des articles non conformes caractérisésupar valeur supérieure a la tolérance
supérieuret_ . Dans la situation envisagée, les piéces non cme® correspondent toujours
soit a la partie gauche, soit a la partie droiteladéistribution, mais ne se situent jamais

simultanément a gauche et a droite de la distobhyttomme dans la seconde situation qui
sera envisageée.

Pour ce premier cas, on considere d'abord une e@s tlérances, par exemple la
tolérance inférieuret; . On détermine I'effectih de I'echantillon et la valelt permettant

d'obtenir X ... Ensuite, par symétrie par rapport au point céded'intervalle de tolérance,
on trouveXx, .. :

Xmay =t —KO.
A titre dillustration, reprenons le probleme téaiau paragraphe précédent et
considérons qu'il existe en plus une limite deréoiée supérieure située ¢n= 103Mn

article produit est donc non conforme si son peisissoit inférieur a 1000 g soit supérieur a
1030 g. L'intervalle de tolérance a donc une longuke 30, soit 7,5 fois la valeur de I'écart-
type que nous avons fixé a 4g. On est donc bies lgaras décrit ci-dessus.

On souhaite un plan d'échantillonnage tel quedaatilité de rejet du lot soit de 5 % si
la proportion d'articles non conformes est de 1%uetla probabilité d'acceptation du lot soit
de 10 % si la proportion d'articles non conformsisde 5%. Au paragraphe précédent, on a
déterminé la taille du lon(= 18,39 ou 18) et la valelr(k = 1,9433) permettant d'obtenir
Xmin

X =t, +k 0 =1000+ (19433(4) =1007,77.
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Par symétrie, on obtient :
Xax = ts —K 0 =1030- (1,9433(4) =102223.

Concretement, il faut donc prélever 18 observatienhgejeter le lot si la moyenne des
18 observations est inférieure a 1007,77 ou surérie 1022,23.

Lorsque des articles non conformes sont produitsiisanément a gauche et a droite de
la distribution alors que la moyenne du procédénaidé avec le centre de lintervalle de
tolérance, le probleme est plus complexe.

La difficulté réside dans la détermination des wedeextrémes pour la moyenne du
procedé,m, et my., qui conduisent a une proportiop, d'articles non conformes et des

valeurs extrémes; et m. qui conduisent a une proportign d‘articles non conformes.

Examinons d'abord en détail le cas d'une de cesmneg, par exempley, . Cette
moyenne est telle que :

Plx <t ou X>tJm=my)=a
Oou encore :

P(X <ti‘m:m0i)+ P(X >ts‘m:”‘0i)=°‘-

Contrairement au premier cas envisagé précédemneedeguxieme terme n'est plus
négligeable et le passage a la distribution norredeite ne permet pas d'explicitey, . Il

faut faire le calcul par approximation.

Pour illustrer la détermination deny , nous reprenons I'exemple ci-dessus, en

considérant toutefois que la tolérance supériestel821. La longueur de l'intervalle est
maintenant égale a 5,25

Le tableau 1 donne, pour différentes valeurs dedgenne du procédé, la proportion
d'articles inférieurs a la tolérance inférieureptaportion d'articles supérieurs a la tolérance
supérieure et la proportion d'articles non confantpi est la somme des deux proportions
précedentes. On peut déduire de ce tableau quengputompris entre 1009,6 et 1009,8 soit
1009,7, on a une proportion d'articles non confanide 1 %. Pour cette moyenne, la
proportion d'articles inférieurs a 1000 est dedtferde 0,7 % et la proportion d'articles
supérieurs a 1021 est de I'ordre de 0,3 %.

L'examen du tableau nous montre aussi que la propatarticles non conformes est
de 5 % pour une moyenmg,; €gale a 1006,6. Dans ce cas, la proportion destgupérieurs

a 1021 est d'ailleurs négligeable.

-10 -
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On peut donc déterminaret X . :

N = ( (1,6449+1,2816)4

2
~ | 10097 -10066 j =1426

X i =10097 - (16449(4)/,/14.26 =100796.

Par symétrie par rapport au point central de Puatiée de tolérance qui vaut 1010,5, on
obtient :

my,, =10113, m, =10144 et X _ =101304.

m

Tableau 1 Proportion d'articles inférieurs a la toléranoééiieure, proportion d'articles
supérieurs a la tolérance supérieure et propordiarticles en dehors des tolérances, en
fonction de la moyenne du procédéf = 1000,t. = 1021).

m P(x <t,) P(x >t P(X <t )+ P(x >t,)
1006,0 0,0668072 0,0000884 0,0668956
1006,2 0,0605708 0,0001078 0,0606786
1006,4 0,0547993 0,0001311 0,0549304
1006,6 0,0494715 0,0001591 0,0496306
1006,8 0,0445655 0,0001926 0,0447581
1007,0 0,0400592 0,0002326 0,0402918
1007,2 0,0359303 0,0002803 0,0362106
1007,4 0,0321568 0,0003369 0,0324937
1007,6 0,0287166 0,0004041 0,0291206
1007,8 0,0255881 0,0004834 0,0260715
1008,0 0,0227501 0,0005770 0,0233272
1008,2 0,0201822 0,0006871 0,0208694
1008,4 0,0178644 0,0008164 0,0186808
1008,6 0,0157776 0,0009676 0,0167452
1008,8 0,0139034 0,0011442 0,0150477
1009,0 0,0122245 0,0013499 0,0135744
1009,2 0,0107241 0,0015889 0,0123130
1009,4 0,0093867 0,0018658 0,0112525
1009,6 0,0081975 0,0021860 0,0103835
1009,8 0,0071428 0,0025551 0,0096979
1010,0 0,0062097 0,0029798 0,0091894
1010,2 0,0053861 0,0034670 0,0088531
1010,4 0,0046612 0,0040246 0,0086858
1010,6 0,0040246 0,0046612 0,0086858
1010,8 0,0034670 0,0053861 0,0088531
1011,0 0,0029798 0,0062097 0,0091894

-11 -
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Les valeursx .. et X .. peuvent aussi se déterminer en fonction des kmite
tolérance par l'intermédiaire #ecomme nous l'avons signalé au point précédesandition
de remplacem, par p :

py = P(X <t|m=my )000077.
On trouve :

k =2425- 1,6449/ 143 = 199.

Le troisieme cas qui peut se présenter correspotal situation ou lintervalle de
tolérance est trop étroit par rapport aux exigeretes n'‘est pas possible, compte tenu de
I'écart-type du procédé et de l'intervalle de wiée, d'assurer une proportion d'articles non
conformes inférieure ou égaled, méme lorsque le proceéde est centré sur cet aiterde

tolérance.

Ainsi, pour I'exemple considéré, supposons quelirdnce supérieure. soit égale a

1016. Au mieux, c'est-a-dire lorsque la moyenngiicédé est égale a 1008, la proportion
d'articles non conformes sera de 4,6 %.

Le fait de se trouver dans un des trois cas citdesiepend de l'importance de la
longueur de l'intervalle de tolérance par rappdicart-type du procédé comme nous l'avons
déja signalé au debut de ce paragraphe, mais dépestde la valeur dp.

2.3. Cas de I'écart-type inconnu

La définition du plan d'échantillonnage n'a étéismyée, jusqu'a présent, que dans le
cas ou l'écart-type de la production est connyprobléme peut cependant étre étendu au cas
d'un écart-type inconnu.

Lorsqu'il n'y a qu'une seule limite de toléranae,détermine la valeur deet I'effectif

de I'échantillon qu'il y aurait lieu de prélevet'écart-type était connu. Sait cet effectif. On
corrige alors cet effectif par la relation appraeiséivante :

[, K2
n=n [1+7].

Pour deux tolérances, on définit, comme ci-deskusaleur den et dek, mais on
calcule en plus la valeur :

-12 -
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Up étant le pourcentil@' de la distribution normale réduite gtest lié ak par la relation

suivante :
p=1-[1- PU < k)]/2.

Lorsqu'on dispose des résultats desbservations de I'échantillon, on calcule la
moyenneX et |'écart-type estimé et la procédure de décision se fait en deux temps

a) sio> Gma), le lot est rejeté car I'écart-type est trop grpadr étre compatible avec
les critéres d'acceptation;

b)sic<a,.,,,on calcule les valeurs :

Xmin :ti +ko et Xma) =t5—k0;

on accepte le lot sk . <X <X_ .. etonrejette le ot dans le cas contraire.

Une justification de cette procédure est donnés @HILLING [1982].

Reprenons l'exemple d'une seule tolérance inféridtaité au paragraphe 2.1, en
considérant maintenant que I'écart-type du proesténconnu. La taille de I'échantillon et la
valeur dek, qui, rappelons-le, peuvent étre déterminées gamsaitre I'écart-type, sont égales
a:

n'=1839 et k=19433

On en déduit :

1,943%
2

n=1839 (1+ J =53]11

et Xmin =1000+1,94330C.
En pratique, il faudra prélever un échantillon d& &bservations, en calculer la

moyenne , |'écart-type estin@, et la valeurx ... Si la moyennex est supérieure & .. on
accepte le lot; si elle est inférieurexa, ., on rejette le lot.
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Considérons maintenant le cas ou, en plus de ltele tolérance inférieure = 1000,

on a une tolérance supérieure = 1030. Les valeurs de et k sont inchangées et il faut
encore calculer I'écart-type maximum tolérable.dbtient :

P(U <19433 = 0,9740,
p'=1-(1-09740/2 = 09870,

Uy = 2,226,

et 8, = (1030-1000/(2)(2,226) = 674.

Comme dans le cas précédent, il faudra préleverchantillon de 53 observations, en

calculer la moyennex et I'écart-type estim&. Si I'écart-type est inférieur a 6,74 et si la
moyennex est comprise entre :

X, =1000+194335 et X =1030-194335,

on accepte le lot; sinon, on rejette le lot.

2.4. Contrdle qualitatif sur les limites modifiées

Dans le cas de la seule limite de tolérance inféeie nous avons vu que les
caractéristiques du plan déchantillonnage sonting&f en considérant les probabilités
d’acceptation du lot, d'une part, pi= po et, d’autre part, sp = p1, p étant la proportion
d’articles pour laquelle la caractéristique eséligure a la limite de tolérance inférieure. Il en
va de méme dans le cas d’'une limite de toléranpérgure ou de deux limites de tolérance.
Le contrble décrit dans les paragraphes précéd@shtsependant quantitatif, car il repose sur
le calcul de la moyenne des mesures.

On pourrait envisager un contréle purement qudlitash ne déterminant pas la valeur
exacte de chaque article de I'échantillon, maigx@aminant simplement s’il est conforme ou
non. Le temps consacré a une observation seraiit rétiis, pour une courbe d'efficacité
comparable a celle basée sur le contréle quantikatiaille de I'échantillon devrait étre bien
supérieure. En effet, le plan d’échantillonnagelitatd dont la courbe d’efficacité vaut 0,95
pourpo= 0,01 et 0,10 poys, = 0,05, est défini par le coupledBv, 2008] :

n =132 eta= 3.
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Pour une méme courbe d’efficacité, il suffit de dBservations si on réalise des
mesures (paragraphe 2.1) alors qu'’il en faut 1321 si’'examine que la conformité ou non des
articles.

Si la variable gquantitative observée suit une itistion normale et si I'écart-type est
connu, on peut arbitrairement modifier les toléemen modifiant également les proportions
d’articles non conformes.

Ainsi, dans le cas de I'exemple traité au parageapli, dire que 1% des articles ont
un poids inférieur a 1000 g lorsque la moyennétgate a 1009,31 g est équivalent a dire, par
exemple, que 14,1% des articles ont un poids etiér 1005 g. De méme, si 5% des articles
sont inférieurs a 1000 g lorsque la moyenne edeé&nd 006,58 g, cela signifie aussi que
34,6% des articles sont inférieurs & 1005 g.

Des lors, un contrdle qualitatif équivalent au col&t quantitatif peut étre réalisé en
vérifiant la conformité des articles par rapportadimite de tolérance modifiée. Le plan
d’échantillonnage doit étre tel que la probabilitédccepter le lot soit égale a 0,95 si la
proportion d’articles se situant en-deca de 1085tgle 14,1% et que la probabilité d’accepter
le lot soit de 10% si cette proportion est de 34,6Wtilisation de la macro DEFECHQUAL1
[PALM, 2008] donne le plan suivant :

n=35eta=8.

Ce plan qualitatif est évidemment beaucoup plusi@rique que le plan qualitatif
considéré ci-dessus qui, rappelons-le, néces$Baibbservations.

La tolérance modifiée a été fixée de facon asdaitraire a 1005. On peut cependant
rechercher la limite de tolérance qui correspondnaimum de I'effectif. QVE [1966] a
montré que la solution qui correspond a I'effeatihimum est celle pour laquelle on a :

n=2a+1.

De plus, dans ces conditions, I'effectif de I'éctilion dans le cas du contréle qualitatif
est environ 1,57 fois plus grand que I'échantiliflams le cas du contréle quantitatif.

Pour I'exemple, on aurait donc :
n0(157)1839)=29 et a=14.
Pour ce plan, la courbe d'efficacité vaut 0,95 doespy est égal a 0,352 et la tolérance

modifiée doit par conséquent étre fixée en 1004j8qu’on a considéré que la moyermg
est égale a 1009,31. Des informations complémestaiont données pan: [1966].
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2.5. La macro ECHMESURES

La macro ECHMESURES permet de définir le plan diétlonnage a la réception par
mesures, dans le cas d'une seule limite de tolértndans le cas de deux limites de tolérance,
I'écart-type étant fixé ou non. Elle donne la éadke I'échantillon et la valeur #eElle donne
également les valeurg, m;, X .. et m, dans le cas d'une tolérance inférieure et les

vaIeursmOS, Xnax » Mys €t dans le cas d'une tolérance supérieure.

A titre d'illustration, la figure 2 donne la lisides commandes et les résultats de ces
commandes pour I'exemple traité au paragraphelZgit du cas d’'une limite de tolérance
inférieure et d’'un écart-type connu. Les limites td&rance modifiées ont également été
déterminées, comme décrit au paragraphe 2.4.

%ECHMESURES 0.01 .95 .05 .10;
ETYPE 4;
TINF 1000;
LIMMOD.

Caractéristiques du controle

sigma  4.00000

s]0] 0.0100000
betap0 0.950000
pl 0.0500000
betapl 0.100000

Taille de I'échantillon et valeur de k:

nobs 18.4393
k 1.94330

Limites a gauche :

ti 1000.00
M1li  1006.58
XBmin 1007.77
MOi  1009.31

Echantillonnage qualitatif avec limites modifiées
N a PO_modif P1_modif

NMOD  29.0000

A 14.0000

POMOD 0.351864

P1IMOD 0.616498

Limite de contrdle inférieure modifiée

TMODi 1007.77

Figure 2. Plan d'échantillonnage pour une limite de toléeamdérieure { = 1000) et un
écart-type connug(= 4) : commandes et résultats.
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La figure 3 concerne I'exemple du paragraphe @2deux limites de tolérance sont
considérées. Pour ce méme exemple, les figures 4l@hnent les courbes d’efficacité, d'une
part, en fonction de la moyenne du lot (figure ¢ )d&autre part, en fonction de la proportion
d’articles non conformes dans le lot, cette prapaorétant fonction de la moyenne (figure 5).
Enfin, la figure 6 reprend I'exemple traité au gaeghe 2.4.

%ECHMESURES 0.01 .95 .05 .10;
ETYPE 4;
TINF 1000;
TSUP 1021.

Caractéristiques du contréle

sigma  4.00000

s]0] 0.0100000
betapO0 0.950000
pl 0.0500000
betapl 0.100000

Taille de I'échantillon et valeur de k:

nobs 14.0943
k 1.98822

Limites a gauche :

ti 1000.00
M1i 1006.59
XBmin 1007.95
MOi 1009.71

Limites a droite :

MOs 1011.29
XBmax 1013.05
M1s 1014.41
ts 1021.00

Figure 3.Plan d'échantillonnage pour deux limites de toléeat; = 1000 ett. = 1021) et un
écart-type connug(= 4) : commandes et résultats.
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Contréle quantitatif a la réception
Courhe d'efficacité

1.0+

0.8 , N

0.6 1 : n

0.4 ’ |

0.2 4 . b

Probabilité d'accepter le lot

004 ---°7

1005.0 1007.5 1010.0 1012.5 1015.0
Moyenne du lot

Figure 4 Efficacité de I'échantillonnaget,(=100Q t,=1021 o = )4en fonction de la
moyenne du lot.

Contréle quantitatif a la réception
Courhe d'efficacité

1.0+

0.8 - .

0.6 1 .

0.4 - "

0.2 - -

Probabilité d'accepter le lot

0.0 4 T

0.aa 0.0z 0.04 0.06 0.03 0.10
Proportion de non conformes dans le lot

Figure 5 Efficacité de I'échantillonnagé; (= 1000, t. = 1021, ¢ = 4), en fonction de la
proportion d’articles non conformes dans le lot.
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%ECHMESURES 0.01 .95 .05 .10;
TINF 1000;
TSUP 1030.

Caractéristiques du contréle

s]0] 0.0100000

betapO0 0.950000

pl 0.0500000

betapl 0.100000

Tolérances (inférieure et supérieure) et Valeur de k

ti  1000.00

ts 1030.00

k 1.94330

Sigma connu :

écart-type maximum ( (ts-ti)/7.5) et taille de I'é chantillon

etmax 4.00000
nobs 18.4393

Sigma inconnu ;

écart-type estimé maximum et taille de I'échantillo n

sigmam 6.73745
nobs2 53.2565

Calcul de XBMin et XBMax
XBMin=ti + k*Sigma et XBMax=ts - k*Sigma

Figure 6 Plan d’échantillonnage pour deux limites de tmbée ¢ =1000ett, = 1030 et un
écart-type inconnu : commandes et résultats.

Pour tous ces exemples, on peut vérifier qu’orotete bien, aux erreurs d’arrondi pres,
les valeurs obtenues manuellement.

Diverses options sont prévues pour supprimer lggassions et pour enregistrer les

résultats dans la feuille de calcul. Nous renvoyeriscteur a la notice d'utilisation pour des
informations plus détaillées.
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3. Echantillonnage séquentiel

3.1. Principe et définition du plan

Le principe de I'échantillonnage séquentiel espadever les articles les uns a la suite
des autres et de porter, sur un graphique, les ssnai@s observations relatives a la variable
quantitative. Des limites sont également repor®@sce graphique qui permettent, apres
chacun des prélevements, de décider s'’il faut aecéplot, rejeter le lot, ou encore continuer
I’échantillonnage.

On suppose en général que la distribution de lacténistique est normale et d’écart-
type connu. On se fixe une valemy telle que la probabilité d’accepter le Ig(my), soit
grande si la moyenne est effectivement égate) &t on se fixe une valeun, telle que la
probabilité d’accepter le lof(my), soit faible si la moyenne est effectivement égaty.

Dans ces conditions, on détermine les deux dreiiesantes :

a=h,+si et r =h +si,

avec : s=(m, +m,)/2,
ho O o Bm)
"m0 Am,)
__ o [1-/3(ml)j_
* " 41 Am,)

Pour une limite de tolérance inférieure, on accdptelot si la somme des
observations est supérieure ou égade; @n rejette le lot si la somme est inférieure galé a
ri et on continue I'échantillonnage si la somme estise entre ces deux valeurs.

A titre d'illustration, reprenons I'exemple traié# paragraphe 2.1 pour lequel on a :

mp= 1009,31,m; = 1006,58, f(mg) = 0,95, () = 0,10 eto = 4.

On trouve :

s=(1009,31 + 1006,58) /2 = 1007,94,

2
h, = 4 log 010 =1321,
100658-100931 095
47 090
= lo =-1696 ;
n 100658-100931 g( 0,0S) ?
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on obtient donc :
q; =1321+1007941 et f =-1696+1007941 .

Le tableau 2 donne les valeurs d’observations siesubur la base d’une distribution
normale de moyenna = 1007 et d’écart-type = 4. Il donne également les valeurs cumulées
des observations ainsi que les valearstr;. On constate que, s'il sS’agissait d’observations
réelles faites sur des articles prélevés au hadand un lot, celui-ci aurait été rejeté au
troisiéme prélévement.

Tableau 2 Echantillonnage séquentiel dans une populatiormal® en vue du
contrdle de la moyenne.

Nombre Valeurs Limitesde Sommes Limites
d’observations observées rejet du lot cumulées d’acceptatiorn
réalisées du lot
i Xi ri 2% 2!
1 1003,90 990,98 1003,90 1021,15
2 998,26 1998,92 2002,16 2029,04
3 1003,39 3006,86 3005,55 3037,03
4 1009,32 4014,80 4014,87 4044,97
5 1006,47 5022,74 5021,34 5052,91

La procédure qui vient d’étre présentée peut évident aussi étre appliquée au cas
d’'une tolérance supérieure. Dans ce casgest plus petit queny et les valeurs de sont
inférieures aux valeurs dg hy étant inférieur dn;. Il en résulte qu’on rejette le lot dés que la
valeur cumulée des est supérieure ou égale;&t on accepte le lot dés que cette valeur est
inférieure ou égale &.

Supposons, a titre d’illustration, qu’on permute laleurs damny et demy, données
dans I'exemple précédent. On aurait donc :

m, =100658 et m, =100931,
B(m,)= 095 et B(m)=010.

Dans ces conditions, on aurait :

$=100794, h,=-1321 et h =1696

on accepterait donc le lot si la somme idegemieres observations est inférieure a :

a =-1321+1007961
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et on rejetterait le lot si cette somme est supégia :
=12,96 + 1007,961

Enfin, I'échantillonnage séquentiel peut encore &ppliqué au cas deux limites de
tolérance. Des informations a ce sujet sont donpae8VALD [1947].

3.2. Courbe d’efficacité et nombre moyen d’articlegxaminés

La courbe d’efficacité du plan d’échantillonnageséntiel peut étre déterminée par la
formule suivante par I'intermédiaire d’une valdyrfonction de la moyenne réelie du lot

[WALD, 1947] :
1/3ml .
1-B(m,

Alm) D ,
) - (“:3)

h=(m, +m, —2m)/(m, -m).

avec .

D’autre part, le nombre moyen d’observations aiséalpour le test séquentiel est
donné, en fonction de, par la relation [WALD, 1947] :

amaz o Amlh —hy)

m-—=s

Pourm = s, ces relations conduisent cependant a une indiéiation, et WALD a
montré que, lorsque tend verss, on a:
o (1—ﬁ®0j
Qe
1- B(my)

et
NMA= -h,h, /0.
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A titre d'illustration, quelques valeurs gém) et deNMA sont données dans le tableau
3, pour I'exemple envisagé ci-dessums,(=1009 ¢Im, =100658). On peut constater que

le nombre moyen d’articles a examiner est plusldaifjue dans le cas de I'échantillonnage
simple, pour lequeah = 18 (paragraphe 2.1).

Tableau 3 Evolution, en fonction den, de la probabilité d’accepter le I6(m) et du
nombre moyen d’articles a examindéA avant d’accepter ou de rejeter le lot.

m S(m) NMA
1005 0,008 57
1006 0,040 8,1
1007 0,187 12,0
1008 0,589 13,9
1009 0,911 9,9
1010 0,988 6,2

3.3. La macro ECHMESSEQ

A partir de deux points fixés de la courbe deffitd et de I'écart-type de la
caractéristique faisant I'objet de la mesure, lachmaECHMESSEQ calcule les limites
d’acceptation et de rejet du lot dans le cas daede tolérance.

Elle détermine également la courbe d’efficacitteetombre moyen d’articles examinés
en fonction de la moyenne du lot.

La figure 7 donne la liste des commandes et leslteds de ces commandes pour
I'exemple traité aux paragraphes 3.1 et 3.2. Oougt bien les résultats des tableaux 2 et 3.
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%ECHMESSEQ 0.01 .95 .05 .10;
ETYPE 4;
TINF 1000;
MOYENNE 1005 1010 1;
SEQ5 1;
NOPLOT.

ti  1000.00
MOi  1009.31
M1i 1006.58
ho 13.2139
hl -16.9649
s 1007.94

I,limites de rejet, limites d'acceptation

Row NSEQ R A
1 990.98 1021.16
2 1998.92 2029.10
3 3006.86 3037.04
4 4014.80 4044.98
5 5022.75 5052.93

b wWNBE

Moyenne, efficacite, nombre moyen d'articles exami nés

Row MOY EFFICA NMA
1 1005.00 0.007735 5.6863
1006.00 0.039793 8.1157
1007.00 0.187635 11.9931
1007.94 0.562147 14.0107
1008.00 0.588741 13.9342
1009.00 0.910688 9.9457
1010.00 0.987685 6.2414

~NOoO O~ WN

Figure 7. Limites d’acceptation, limites de rejet, effidgciet nombre moyen darticles
examinés pour I'échantillonnage séquentiel : contearet résultats.

4. Conclusions

L'échantillonnage par mesures pour le contréleaderdportion de non conformes a éte
présenté comme une alternative a I'échantillonpagettributs. Se pose des lors, en pratique,
la question du choix de l'une ou de l'autre dedees approches.

Ce choix est essentiellement lié au colt de I'djgéraqui est fonction du nombre
d'observations a réaliser et du colt de I'obsematl ne se fait donc pas sur l'efficacité du
plan d'échantillonnage. En effet, il est toujourssgible de déterminer un plan
d'échantillonnage par mesures qui a une courbéicdaté équivalente a celle d'un plan
d'échantillonnage par attributs.
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Pour un article donné, le colt d'une mesure esérgmment supérieur au colt de
l'observation de la simple conformité de l'artidRar contre, le nombre d'observations est
toujours supérieur pour le contrle qualitatif. Bare dernier cas, la taille de I'échantillon
peut toutefois étre réduite si on utilise les lasitde tolérance modifiées, comme nous I'avons
vu au paragraphe 2.4.

Un troisieme élément, plus subjectif, qui entrelégant en ligne de compte pour le
choix d'un type de contréle donné est la confiancen a dans I'hypothése de normalité de la
caractéristique sur laquelle repose le contrélanesures.

Les deux macros examinées dans les paragraphesdenés complétent les macros
relatives a I'échantillonnage par attributs, égaetdisponibles et présentées dans un autre
document [RLM, 2008]. L'utilisateur dispose ainsi d'outils le afféargeant de calculs
fastidieux ou de consultations de tables ou dehigaes.

Bien que les macros proposées pour I'échantilloanesy mesures permettent de traiter
des situations variées, elles ne couvrent cepenpasttoutes les situations. Ainsi par
exemple, nous n‘avons pas considéré I'échantillganaéquentiel avec deux limites de
tolérance. Des informations a ce sujet sont donpéesHILLING [1982]. Par ailleurs, on
notera également que les procédures d’échantilgeriala réception ont fait I'objet de
normes. Des informations a ce sujet sont données X§2000].
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