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CONCOURS D’AGREGATION.
Composition d’analyse proposée en 1844.

PAR M. AUGUSTE DELADNREERE,
prof r, licencié és sci physiques et mathématiques.

Intégrer les deux équations

d.l' dy

d —xr =

1) ) S 49y —2x =0,
dy d'x dx

@) de dr +5 dt —brty= jo Vﬁ—_t".

Si je pose pour simplifier

j‘ dt T
oVits

Les équations proposées prendront la forme

dx ‘dy
dy d’ 6 T
G ety

Ce sontdeux équations simultanées linéaires, la deuxiéme
avec un second membre et du deuxiéme ordre; pour les
intégrer, je vais les ramener a un systéme d’équations si-
multanées du premier ordre, et pour y parvenir je n’aurai
qu’a poser ‘—ifzz d’ou dx =d—z et jaurai ainsi en

de ’ dr de’
substituant ces valeurs daus les deux équations précédentes,

et y joi tdx z=10
y joignant —7 —z = 0,



dy
2 2;—{—9]—2.1‘:0,

dy dz dx
z = ——6 =T
dt de +5 dt z+y

Qui représentent le systéme de trois équations simulta-
nées linéaires et du premier ordre, a coefficient constant
entre quatre variables. Afin de n’avoir qu'un seul coefficient

bape o d
différentiel dans chaque équation, j’élimine TE entre la

dx dy .
premiére et la deuxiéme, et —- = avec -, entrc les trois
¢équations, multipliant ensuite par dt, j’obticens les équations
suivantes :

(3) dxr—zdt =0,

9 1
—_——y — =23 | dt=
W drt (x5 —; ) =0,

5) dz+<7x——- y——u>dt_—'l‘dt

Ce sont trois équations simultanées linéaires et du premier
ordre a coefficients constants, la derniére avecun deuxiéme
membre.

Afin de les intégrer je multiplie (4) et (5) respectivement
par deux facteurs indéterminés 9,, 6,, et j’ajoute (3) avec
les produits, ce qui me donne

1
dz+0dy+odzt | (0,4 T0) x — 5 (90,4116, y —

6)

‘

— %(2+0[+1101)z } dt= —0,Tdte.

Or je vois actuellement que cette équation deviendra une
équation linéaire a deux variables :

(7) du 4 Sudt = — 0,Tdt,



— %0 —
qui aura pour intégrale

t
8) u=x+40y40z= e { G—9, j‘o Te¥dr ; .

Si je choisis 6, et 6, de maniére a satisfaire aux équations
0.4 79,=8. 9) 0,476, =96,

90,4116, —=—20,0 { ou bien { (10) (9+20)6,+110,—=—0,
2464 116, =—20,0 3 (11) 6,+(11+20) 0,=—2.
Car alors I'équation (6) deviendra
(12) dx+8,dy +40,dz 4 { x+40y+463z } 0dt = — 0,Td¢;
et en posant dans celle-ci :

x40y +0z = u,
et différentiant cette derniére équation cn y, considérant 6,
et 6, comme constants (ce qui est permis d’aprés le systéme
des équations (9), (10) et (11), qui sont au nombre de trois
a trois inconnues), il viendra
dxr—+40dy 46,dz = du,

et en substituant ces valeurs de x+8,y+9,z et dx+46,dy+6,dz,
dans (12) on oblient I'equation (7), dans laquelle 6 est aussi
constant. Ce qui fait que son intégrale est (8), d’aprés ce
qu’on sait sur I'intégration de I’équation linéaire du deuxiéme
ordre avec un second membre.

Des équations (10) et (11), on tire pour 9, et 0, les valeurs
suivantes .

o — 11
©TT A4 4200 262
o — 9 4 206

* T T MAF-200 120"
substituant dans“ I'équation (9) , on trouve en réduisant :
(13) 034-106"296 426 = 0.
Equation du troisiéme degréqui résolue parrapporta 6 donne
les trois racines 6=—2, ¢'=—4+ /3, 0"=—4—\/3,
qui sont réelles et inégales, si on substitue successivement
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ces trois valeurs de 6 dans les valeurs de 6, et 6,, on en dé-
duira pour chacuane trois valeurs correspondantes, ct F'on
aura ainsi les trois systémes renfermés dans le tableau
suivant :

valeurs de 0,

1°* systéme —2, 3 T3

14 — - 1
(14 2° systéme V'3 — 4, V'3 —5»

3¢ systéme —\/3—4, —Vg—%, —

En substituant successivement chacun de ces sysiémes
dans (8), on aura (rois intégrales renfermant chacune une
constante arbitraire différente , de facon que leur ensemble
formera le systéme des intégrales générales du systéme des
équations simullanée?(3), (4) et (5).

Mais avant de faire cettc substitution cherchons a rame-

¢
ner J &' Tde , qui représente une intégrale double d’apres
0

la forme de T, a une intégrale simple, et pour cela intégrons
par parties: il viendra

t 1 tyd
O rdr =~ T — ! e’ 4T de,
o 6 0}, 4t

remplacant T par sa valeur 'équation précédente deviendra
t 1 Lo 1 (¢ fa
j eatTdtzeeet j ——:::'——gf —
o oV 1§ oV 1t
et substituant cette valeur dans 1’égquation (8), on trouve

) L dr t Mg
(15)x+0,y+6,z=e_et§G—— i e°‘f — j e__f_ ).
Vit JoVixr 5

Si actuellement on substitue successivement dans celte
€quation pour 6,0,,0, leurs sy-témes de valeurs indiquées (14),

ANN. DE MATHEM. IV. 17
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et qu'on représente par G,, G, et G, les trois constan(e
arbitraires , on aura toates réductions faites :

11 5 5/ —uft dt ? gy
(16) xt+—y—-z=¢ G, +—(e f —— —
8778 t : 16( ovire Jovisa)|
‘ x+(\/.s,_§)y+.;.z=e«—vw
(1 7) 4+‘/§ —(4—1/;) ¢ ¢ —-(4—-1/3 )l
G+——\° ,
26 o V vl
s .r—(l/g—}-é-)y—gz:e”‘/?')t
18 3
(18) ‘G — ‘/< ‘+V3)’f de ,e—(4+l/3)tdt>§
’ oViter Jo Vita
et ces équations seront les intégrales générales des équa-
tions (3), (4), (5); car elles renferment trois constantes
distinctes, ainsi que l'exige le systéme en question. ‘
Maintenant pour obtenir les intégrales générales du sys- |
téme proposé (1) et (2), il est évident qu'il suffit d’éliminer
z enire les équations intégrales précédentes (16), (17) ¢
(18) prises deux a deux ; par conséquent en éliminant z entre

(16) et (17), (17) et (18), et faisant les réductions, on aur
pour les intégrales en question :

Ge(a-l/;).} +5(13+2\/§)

9x+(3+5V/3) y=¢ {G,+ g =

o J’ t de 5ﬂ2t§ j ¢ e”'dt -V aeft —(‘—Va ‘dt;
oV i+t 4 { o|/1+14 f Vitd
27— y= e(«—l/é)n t G, +G,e’l/3' J‘ de 4+\/3
(20) oV ‘l‘H‘
3(‘-‘/3):% Jt VI 19 sV3 /3 V5 j '(‘+V3 a
° Vl+ I + 13 '/1 +0
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11 est d’ailleurs facile de voir que ces deux intégrates (19)
et (20) du systéme (1) et (2) renferment bien le nombre de
constantes arbitraires que doivent renfermer les intégrales
générales ; car ce nembre doit étre (24 1) =3.

On pourrait, si I'on voulait, déduire des intégrales précé-
dentes, les valeurs de x et y en fonction de ¢.

La question proposéea été ainsi ramenée aux quadratures,
et 'on voit que ces quadratures se trouvent ramenées a
Vintégration de deux intégrales, ayant les formes suivantes.

X
La premiére “ —_—
’ Jo V1+x4

fonctions elliptiques.

,» que lon intégrera par les

. T eaxdy . .
La deuxiéme J. —_———, qui constitue une nouvelle
o ‘/1+ x4
transcendante irréductible.

Remarque sur la solution précédente. L’intégration des
équations (1) et (2) peut étre effectuée plus rapidement, a
l'aide du procédé suivant, qui est applicable a beaucoup de
<as.

Mettons I'équation (1) seus la forme

dx
dt

Nous pouvons regarder le second membre comme une

fonction inconnue de ¢; et nous aurons, par laméthode dela
variation des constantes :

dy
—_2r = 2-:1}—9}’.

dA dy
— ¢ —_— 21 e .
r=Adl, = (2 a— Y )
La valeur de x donne
drx dA
—_— = e ——
a=° (2A T ) ’

dA d’A)

- > ] —
=¢ (4A+l —+ =)
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Substituant dans I'équation (2), on la transforme d’abord en

dA  d’A
i trte (7)) =T

Mais
d'A dy &y
T — et —13Z =J
ar ¢ (\18‘7’ 13:1: +2 dt‘) ’
d’'ou
dA d’A

dy Ay
T euf — Y g
dt dr ¢ ( 20y +15 dt 2 dt’)'
L’équation ci-dessus devient donc

dy dy

—Qd, +16 =~ — 26y =T;

et le calcul n’offre plus de difficulé. E.C.




