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NOUVELLES PROPRIETES

DES FONCTIONS X.%

I. Premiére proprieté. — Soit

2 2t 9r
S —1—2=¢ Sl S B
v EAC A 2p + 1

HEE S ( )

ou, par une sommation facile,
1
S,=/ (M—2a¥de. . . . . . . . . .. (9
. o
Si I'on fait & =sing, on trouve
T
S,=/2cos'2q>.coscpdqa. N 1)
[}
Cette intégrale est celle qui entre dans la formule (F) (**). Donc

(Y] M y
/ 27(X, + X, g + co)dax = / 1—2c%de . . . . . . (A)
b b

IL. Deuxiéme propriété. — L'intégration par parties, effectuée sur I'éga-
lité (2), donne aisément
@p+1)S,—2pS,_y=(—1) . . . . . .. .. (%
En conséquence :

f‘[@p + Nar(X, + X,p + +00) — 2par (X, _, + X, ; + )] de=(—1)y . (B)

(*) Addition 4 la Seconde Note sur les fonctions X, (Académie de Belgique, aotit 1886).
(**) Seconde Note sur les fonctions X,,, p. 9.
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L. Troisiéme propriété. — Si, dans I'équation (4), on change p en
p—1,p —2,..., 1, on trouve, par addition, |
(2p 4+ 1)S, =S, 4 + S,y + ++ + So + 3, ‘ ()
selon que p est pair ou impair (*). Par suite,
Y| ’
/ [(Qp + )X, + X, + o) — " (X + X, 5+ o)
. (©)

— 27 (X, + X+ o) — oo — X |dw = un ou zéro (**).

IV. Suite. — La relation () équivaut a
/'I[(Qp 1)1 — 20 — (1 — 22~ — o — (1 — 22%) — 1]dw _ :) i

kY . I3 . 2 1— G_) 2)P — . . ’
Dans la parenthése, la partie négative égale ((1 21 Si donc la différen-

T
tielle est représentée par F(x)dx, on a

2p + 1)(1 — 22+ — 2(p + 1)(1 — 227 + 1

F(x) = — 927 (6)
La fraction est la dérivée de ﬂ;—j”l“ . Par conséquent :
@+ U — 2P —2p + D=2 41 (=21 ‘(D)
x? x
°
L 1)(1 — 227+ — 3(p + 1) (1 — 22 +-1 '
/(2p+ )( ar) x?(r'+ )( z’P + dom (—1PH—1. . . (B

0

V. Autres intégrales. — Faisons, comme précédemment, x =sing. Nous
aurons :

/’?’ (2p + 1)cos**'20 - %(p + 1)cos? 20 + 1 cos gdp — cos”‘f?qz —1 )
. sin*@ sing

~

2(2 i pHp — 2 1 P 1
/‘2( p + )cos ¢ Sin,qu -+ )COS Q‘P + COSCP(]CP=(——' 1)p+l —1. . . (E')

.
(]

(*) A cause de Sy = 1.
(**) On arrive au méme résultat en faisant varier p dans 1’égalité (B).
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VI. Remarques. — 1° Le second membre de (E’) ne change pas, quand
on y remplace p par p 4 2. Conséquemment,

05720 . cos pdg = 0.

/‘% (2p + B)cos*2p — (2p + 6)cos*2p — (2p + 1)cos20 + 2p + 2
sin’@
0

Le numérateur est divisible par 1 — cos2¢ = 2sin?;. Donc, sous une
forme plus simple :

z : '
/ 2[21} + 2 + cos’p — (2p + B) cos’2cp] c0s"2p.cospdp =0 . . . . (F)
S .

20 Cette égalité est une conséquence des formules (3), (4). On peut I'écrire
ainsi :

/ [’l — (4p + 9)x® + (4p + lO)x‘](i —2e*Pde=0. . . . . (G)
VII. Généralisations. — 1° Soit

/3[1 — (4p + 9)a® + (4p + 10) av‘](l —2?Pdr=f(x). . . . . (7)

0

Le polynome f(x) a une valeur fort simple. En effet, la quantité entre
parenthéses équivaut a

(1 —22%) (1 — 5% — 4(p + 1) (x* — ).

Donc
fl@)=(01—2x"P"(1 —3a%) — 4(p +1)(1 — 2P (x> —2x%; . . . . (8)
puis ’
f(@) = (1 — 2%+ (@ — &),
ou bien

/: [1 — (4p + 9):13’ + (4p + 10) ac‘](l — 2¢*Pdx = (1 — 2«7 (x — 2®). . (H)

0

2° La formule (%) donne, semblablement,

/2(1—-Qxi)”"[l—‘2(‘2p+1)x’]dx=('l—-2x’)"x" L (®)
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VIIL. Relation combinatoire. — Dans f'(x), le coefficient de x est

(— 2\ Cpe — (bp + 9)(— 2'Cp iz + (4p + 10)(— 2)7°Cp1s;
ou
— (— [ 2C,« + (4p + 9)Cpiy + (2p + B) Cpuca]-

Dans f(x), le coefficient de 2%+ est

— (— 2" [2C 1,k + Cppaica].
Par conséquent,

2, + (4p + 9) Cpucs + (2p + B)Cppoa= M@k +1) () . . . . (L)

Soient, par exemple, p = 5, k= 3. On doit trouver

QC{;]; -+ 2905'3 -+ '15C5" = m(7),

ou .
385 = L (7);

ce qui a lieu.

IX. TaiorEME. — La fonction X, salisfait a Uéquation

d"“X,,]

d P __ f)r+t
Ayt — 1y D [(x " M
, e - e e M)

dans laquelle A, est un coefficient numérique.

Dans la Premiére Note sur les fonctions X, (**), j’ai donné la formule

* ?— 1 dX
— 4R, 9
Xpla n(n+ 1) da’ ®)
1
ou
dX
d [(m’—d) dxn]
nn+ )X, = ——— . . . . . . . . (10)

dx

(*) La valeur du second membre est (2k + 1)[2C,41,s + Cppr,i—i]- SiT’on en fait abstraction,
PPégalité (L) parait assez difficile & démontrer directement.
(**) Académie de Belgique, octobre 1880. Voir aussi le second Mémoire, p. 31.



DES FONCTIONS X,, » 7

Celle-ci est comprise dans la relation générale (M) : elle répond & p= 0.
Supposons donc que I'égalité (M) ait éé vérifiée pour une certaine

valeur de p, et voyons si elle subsiste quand on y change p en p + 1.
Aprés suppression du facteur (22—1)?, (M) devient

darX, dreX, drtX
de (x_l)d,,+g (p+'1)xdp+l'

Prenant les dérivées, nous avons

deXn dp+3X deX"t
[A,—2(p + 4)]W=(x=—1) o +2(p + 2z =y
ou
drtX p+3 X
Appa(x® — 1)+ du e @ — dos e+ 2(p + 2)(at —1)He Aot
Le second membre est la dérivée de
dr X,
(x® — 1)p+2 il
Ainsi,
dr+X
JPHX d [(x’ — 1)+ dx"""]
Ao — 1)+ - ’
dxr+t dx
etc. De plus,
Ap=A,—2pp+1) . . . . . . . . . . M)
Et comme Ag = n (n+1):
A=n—pin+p+NH. . . . . . . .. (12
X. CoroLLAIRE. — Silon fait
X,
(w:_ 4)» e = UP,
ona
U’,+| =Ap./ Updx . . . . . . . . . . . (N)

—1

XI. Application. — Soitn= 5, auquel cas

1
Uy =X, = 3 (65x® — 70x® + 15x);
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puis, par application de la formule (N) :

Au bl - Ao
U= r (63x® — 70x® + 15x)dx =m(2'l:r° — 352 + 15x% — 1),

1

AA, /*
y=— ‘/ (212" — 352 + 152* — 1)dx —

06‘ (B — 7x® + Bx® — x),

_ AAd AoAA
b (590 — 72 + B2® — z)dx = '078‘4-2( §— 282 + 30zt — 122* + 1),
etc.
XIi. Tueoréme. — La fonction X, satisfait a Uéquation

B/ dx/dx /de-av—d)” xp,......(P)

p désignant le nombre des intégrations.

Lorsque p=1, cette égalité se réduita la formule (9). Voyons donc si,
en partant de (N), nous pouvons conclure

dp+t
p+./dx/dx/ dx .. /de—x—l)”"“dpi, L (3)

le nombre des intégrations étant, cette fois, p -+ 1.
En vertu de la relation (N), I'égalité (13) devient

B - X dr+'X
'—'H/ de(e* — 1) — = (x* — 1)+ =
B, / dar

dxP+t ’

ou, si nous prenons les dérivées,

drHix
) df (@ —1pH s
BP+‘( 2 ,1)11 de" _ [(x ) dxﬂ-“] 14
ol =1y gt = - o (1)
Cette égalité est identique avec (M), si I'on suppose
Bp-l-l_ .
BT Y

la relation (N) est donc démontrée.
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XII1. Remarque. — Si l'on fait abstraction d’un facteur numérique(*), on a

X, = ‘ﬂx_”:'_)Z
- dxm
’
Donc Pégalité (P) peut étre écrite ainsi :
dn—p(xi o I)n dn+p( 2 ,‘)n
b i = (a*— 1) — T e (1)}

En conséquence, on a la proposition suivante, énoncée par M. Lucien
Lévy, dans le Journal de M. de Longchamps (1884, p. 1) :

XIV. THEoREME. — Si Lon prend les dérivées successives de la fonc-
tion (x*— 1), la dérivée d'ordre n—p est divisible, ulgébriquement, par
la dérivée d'ordre n 4 p : le quotient égale (x — 1P (™).

Liége, ¢ décembre 1887.

ADDITION.

XV. Une sommation. — On connait, depuis longtemps, la somme de la
série
X+ Xp 4 cee + X, + oo (M);

Mais il n’en est pas de méme, peut-étre, pour la quantité

X+ Xs+ oo -X, =S ;

bien qu'il soit assez facile d’en trouver la valeur.

(*) Il est commun aux deux membres de (N).

(™) Jignore comment M. L. Lévy est parvenu & cette remarquable proposition, qui
compléte mes recherches sur les fonctions X,,. On voit qu’elle résulte, fort simplement, de
Péquation (9).

(***) Premier Mémoire, p. 60.

Tome XLVII. 2



10 NOUVELLES PROPRIETES

On a, entre trois fonctions consécutives, la relation

i o dX, Koy

ST, e 1)

X, = — 20 ——
" dx dux

que I'on peut écrire sous ces formes successives :

’,Xn dxn 1 dxn dxn-l-l
—2 +

X, —2(l —x)

dx dx dx dx
——_X_E—__—l/’l—wﬂ=__l__ dx"“_gdxn_'-dxn.p{ ,
21—« dr o/ T—L dx dx e

N 1))

dXVT—3z) 1 [dx"__. dX, dX,,.
+ — " M
dx a1 —al dx dx dx
Si, aprés avoir multiplié par dx, on intégre, on a donc la formule nouvelle :

)Idxn A 22& + an+i

X"Vd—x+1/ d o 9 om0y ... . R
2‘ V'l—x

XVI. Suite. — Dans cette relation générale, changeonsnenn—1,n—2, ...,
3, 2, 1; puis ajoutons les résultats. Sous le signe d'intégration, tous les
termes se détruisent, sauf trois d’entre eux (***). Donc, 4 cause de %t =1 :

]¢4+(&_dxn+l
1 dx dx
Sp= ———— ————dx . . . .. . (S)
2Vl — &} Vi—x

Telle est la formule que nous nous proposions d’établir (™).

(*) BERTRAND, Calcul différentiel, p. 358.

(**) Le premier terme s’annulant quand z=1, il en doit étre de méme du second.
D’ailleurs, pour ne pas effectuer un changement de signe, nous prenons, comme limite
inférieure de 'intégrale, le mazimum de x.

***) On pourrait remplacer le numérateur par A’%';;‘; mais cette transformation ne
erait qu’allonger le calcul, trés simple, indiqué dans le texte.

(") Nous y sommes parvenu par un procédé trés différent de celui-ci.
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XVII. Remarques. — 1° On a
F dx

. Vi—xgx

=—2V1—g.

Par conséquent,
LdX,  dX,y

1 d
I+X4+.-~+Xn=_f———f x_di'dx-
2Vl —« Vi—x

1

2° Faisons croitre n indéfiniment. La limite du premier
1

*
est i *)
Done
dX, dX,,

L4 _
h'mf DT e=\73; .
Vi—2a

1

puis

. dxu dxn+l) o
lzm(ﬁ—dx —()....-.¢

En d’autres termes :

La quantité

[nX,,_, —(n + ’l)X,,] —[nX,, —(n + 1)X,.+.]x
R :

tend vers zéro quand n croit indéfiniment (***).

Cette proposition n’est pas évidente a priori.

(*) Premier Mémoire, p. 60.
(**) Généralement, si

Py
F(z, )= / @, ) d=,

 Z
limF(m,J):/ lim [( @, )) dz ;

ona

1

(T)

membre

)

v)

a .
les limites se rapportant au paramétre A. Je crois inutile de démontrer ce Lemme connu.

***) Bien entendu, x est supposé différent de == 1.
( PP
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XVIIL. Autre sommation, — La formule (T) donne, immédiatement,

z dxu-l-l

1 | dx
n+DXo+nX, 4+ + X, =—o —dz; . . . (X)
21— Vi—x :

1

formule plus simple que la premiére.

XIX. Remarques. — 1° Le premier membre est un polynéme entier, du
degré n. Donc I'intégrale a la forme Pnl/ x, P, étant un polynéme entier.
20 Plus généralement,

dX, dX, dx,

Ajl— + Ayp—+ oo + A, —
d d d .
/ z ? Tlr=Qu V=%, . . . . (Y)
! Vi—x

Q,_, désignant un polynéme entier, du degré n—1.

XX. Application. — Soit Q;=2a°. On trouve :

3 1 2 1
A1=g, A2=_‘Z) A5=g7 Al='5')
puis
FYd 5 | dX2 2 dX; 1 dx‘
————+————_
5d 5d —
/ 5  4dx dx mdx——.—ac"\/i—x,
h V'T—x
ou
xSxi—%xﬁ
: —dx = 2*V'4 — x;
S V1T —«x

ce qui est exact (*).

Liége, 14 décembre 18817.

(") A propos de cette relation (Y), nous renvoyons aux derniéres pages du froisiéme
Mémoire. ‘



