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Notes sur la théorie des fractions continues et sur certaines
series; par M. E. Catalan, associé de 1’Académie.

Voici le sommaire du nouveau Mémoire que j’ai I'hon-
neur de présenter a4 ’Académie.

Note 1. Théoréme de Kramp. La démonstration de ce
théoréeme, contenue dans la Note I, est beaucoup plus
simple que celle que j’ai publiée en 1849. Du reste, le
théoréme de Kramp m’est connu, seulement, par la men-
tion qu’en a faite Lebesque, en 1840 : il ne ma pas éte
possible de consulter I’ Arithmétique universelle (7). _

Note Il. Fractions périodiques. Rappel et généralisation
de quelques propriéiés connues.

Note IIl. Série de Lamé. A propos de cette célébre
série, je donne quelques propositions nouvelles. Par
exemple celle-ci :

Si Parc ¢ a pour tangente
la fonction

2

-, a etant un nombre entier,
a

¥
Py s
2 9 ; 2
se reduit a un nombre entier. ‘
Note 1V. Série des inverses. Jappelle ainsi la serie d?“
. ’ o ) s
les termes sont les inverses des dénominateurs des redutle

. E - . * . # g i est
d’une fraction continue illimitée. Toute sériedes inverses
Convergente.

r——
=Ty —

(') Depuis que ceci est écrit, jai trouvé le livre de Kramp.
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Sl, dans la série de Lamé, on prend les termes de rang
impair, la sommation de la série des inverses, correspon-
dante, est un probléme facile; en 1878, j’en ai donné une
solution.

Au contraire, la sommation de la série formée par les
inverses des termes de rang pair, dans la série de Lamé,
me semble ardue. Cette sommation dépend de celle de la
serie de Lambert, el réciproquement.

Note V. Généralisation de la série de Lamé. Bornons-
Dous a I'énoncé de la proposition suivante, analogue
celle qui a été citée tout a 'heure.

Soit a un nombre entier, supérieur a 2. Soit o une racine
de l'équation

x‘.' —ax + 1 = 0.
La quantité

§ i at g abig e g

au—}-l

n

-+ da

est un nombre entier.

Note VI. Fractions tournantes. On peut donner ce nom
a deux fractions continues, limitées, telles que

x==a,b,c,dye; y=>0,¢,d,e,a.

Elles jouissent de quelques propriétés intéressantes.

Note VII. Développement deVA. Aprésavoir rappelé les
principales propositions connues, relatives a cetle lmpor-
lante application de la théorie des fractions continues, j’en

démontre quelques autres, que je crois nouvelles. En voici
une :

Soient A,, A,, A,, A,..., une suite de nombres entiers,
‘ndéfiniment croissants, sm‘zs[msant a la condition

Agn S QA’" B
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Soient By, By, B,, Bg,..., une autre suite de nombres
enliers, salisfaisant a la condition

Bgn — QAH Bn'
10

2° Les fractions
A{ Ag A;
T HSEREY bl

tendent, indéfiniment, vers V' C.

Note VIII. Analyse indéterminée. Cetle Note est princi-
palement consacrée i la résolution, en nombres entiers,
de I'équation trés simple :

' = y* + (y + 1)

Aprés avoir complété un curieux théoréeme de M. Gerono,
Je trouve diverses identités, plus ou moins remarquables,
parmi lesquelles je citerai celle-ci, parce qu'elle constitue
un théoréme de géométrie élémentaire :

Si, d’un point extérieur @ un cercle O, on méne une @w
gente MT et le diamétre MAOB, on a

S —— T | ”"-— e i
40M| BM ErS MAil ’] = 2| MB — MA :
— Y | n—1 e R
o [MB — MA —2MT ] MT

BB = MA -+ ?'HT

Note IX. Développements en séries. Soit, comme dans 13

Note VIJI,
VA=al(f,q,h,..p,q, 2a)
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Soit gi; la réduite répondant au terme ¢, dans la n*™
période. Les Géométres qui, depuis Lagrange, se sont
occupés du développement de V'A, ont appliqué la formule

Q, <-4 1 1 ]
Kawe 07 F S R
g Q’[Q;Q;+Q;Q; GO

mais je pense qu’ils n’ont point remarqué celle-ci :

R TR Iy
|/A=—-—-'— ——;+—'+—:+“"";‘+"' ’
Q; Q: Q& Qs Qiﬁ
‘it0mparablement plus approximative que la premiére.
Dans le cas de A — 7, si 'on se borne aux trois premiers
lermes de la série entre parenthéses, on obtient, avec dix-

huit décimales exactes -
V7 = 2, 645 802 331 038 932 159.

La méme Note contient la transformation d’une cer-
laine fraction continue périodique, trés générale, en serie
Convergente,

' Note X. Relation entre deux séries. Je me borne 2
tnoncer les deux propositions principales :

1* Soil. une série

i | 1

_+__+.—+l--
v. t’j vﬁ

dont les termes satisfont a la loi de récurrence :

Vs
—— —

ty

Si Pon en deduit les series convergenltes :

1 | i

e d

n n—»_ B3

S = - s b o e, ’
V0, Va5 Us%%
i i 1

D= — 4 — 4 — + ’
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On a, entre les sommes S, Z, la relation
&=0,S.
2° X étant une fraction proprement dite :

! x X’
1+x s (1+z) (1+x+2? i (1 2 +x’)?l_+x+x2+x3)+" =

Note XI. Sur la formule (Q)). La discussion de cette for-
mule donne lien 2 quelques théorémes d’Arithmétique et
d’Algébre ; savoir :

1° Si Pon considére les solutions entiéres (non néga-
tives) de chacune des n + 1 équations :

a+20=mn, 2a+3p=n—1,- (n+1)a+(n + 2p=0

le nombre total de ces solutions est n < 1 :
2° Aucun nombre de la forme

I+z4+22+ . -2 —2"

n'est premier (excepté si k—=1);
elc., ete.

Note XII. Séries elliptiques. Afin de ne pas allonger
indéfiniment cet exposé qui devait étre sommaire, jé Me
borne & quelques énoncés

,l b 26
10 iy q +____q
,!___qﬂ ,l___ql-}-# 1_qd+i¢
1 2 -

2o 291 + ¢* + ¢°* + ¢ + .-

_—__9_'__":1‘11_19 q”—lﬁq“...... q+4qi+9ql+..-
T o~ e e PR ]

A

o q—*éq‘-l-gqg—-—’lﬁqw'l-”' 3N nfi
4-—?q+2q‘—-—-2q9+... ~2,3q

d o --Il:r.-ﬂ-“'—t;
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4° Soit n un nombre impair. Le nombre des décomposi-
lions de n, en parties impaires, inégales, se compose du
nombre des décompositions de -5'-1-;-1, en parlies qui ne sur-
passent pas 1, augmentée du nombre des décompositions
de " | en parties qui ne surpassent pas 3, augmenté du

nombre des décompositions de "";25, en parties qui ne sur-
passent pas 3 ele.
Ete., ete.

La méme Note contient 1a copie d’une lettre adressée a
M. Hermite, relativement 3 une certaine communication
de M. F aa de Bruno, insérée aux Comptes rendus.

ADDITION.

Un Géométre bien connu, M. de Jonquiéres, vient de
présenter, i I’Académie des sciences, un travail intitulé :
Note sur un point de la théorie des fractions conlinues
periodiques (). Les théorémes, trés intéressants, auxquels
"honorable auteur est parvenu, m’ont fait revenir sur mes
Précédentes recherches. Malheurensement, je n’ai pu rédi-
8€r encore cetle Addition : le temps m’a fait défaut. Afin de
Prendre date, j’énonce le théoréme suivant, qui contient,
‘Omme cas particuliers, quelques-uns des résultats obtenus
par M. de Jonquiéres -

Soient —g-;e% les deux derniéres réduites de la fraclion
Continue, symelrique :

b, c, d, .o d’ c, b'
Soient a, a, deux nombres entiers, satisfaisant aux con-

ditions .
Qa: — 2Pa = P’a x < 2a.

h""ﬁ:-— e - o TR T =
- —————

—_
L ST B _— ——

(") Comptes rendus, 26 février 1883, 5 mars 1883.
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Si Pon fait

A=a’ + «,

les racines carrées de lous les nombres A (') sont donnees |
par la formule

LAA = alh;c, d; .. 8¢ 0, 2a) |

Liége, 3 avril 1883,

Sur les surfaces du second ordre; par M. C. Le Paige,
professeur a I'Université de Liege.

Nous avons récemment fait connaitre quelques pro-
priétés des surfaces du second ordre, qui permettent de
construire ces surfaces quand on en connait neul points.
Les remarques failes sur ce sujet se présentant dune
maniére incidente, dans un travail dont le but essentiel
était la détermination des groupes d’une Hg?, nous n'avons
pu leur donner nj I'élendue, ni la clarté désirables. Nous
demanderons a ’Académie la permission de revenir stlr
notre méthode, qui ne parait pas dénuée d’intérel. En
outre, nous démontrerons le théoréeme fondamental Suf
lequel nous nous appuyons, d’'une maniére plus purement
géométrique, sans faire usage des propriélés des formes
trilinéaires. '

Nous commencerons par établir une proposition g
nous sera utile par la suite. |

e e e g e e T L

THEOREME. — Si Pon joint de toules les maniéres po>
stbles, les irois cotés a, b, ¢, d’un triangle a lrois poinks
B A st e ———

(*) 1 ¥ en a une infinité.




