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Introduction

Depuis les travaux d’Axel Thue au début du siécle précédent [3], la combinatoire des mots a
pris un réel essor. Dans de nombreux contextes issus entre autres de la logique []], de la théorie des
systémes de numeération [2, [6], de la théorie des codes [4] ou encore de la dynamique symbolique
[5L 20, il est en effet naturel d’étudier des propriétés combinatoires et structurelles de suites infinies
de symboles appartenant a un alphabet fini : apparition de répétitions, évitabilité de certains motifs,
étude des facteurs finis et de leur possible fréquence d’apparition, récurrence, complexité abélienne,
etc. A titre d’exemple, si 'on définit le mot de Thue-Morse t = abbabaab - - - comme étant le point
fixe du morphisme de Thue—Morse

o {a, b} — {a,b}" : { o

et commencant par la lettre a, ce mot posséde la propriété remarquable qu’il ne contient aucun
cube, c’est-a-dire aucun facteur de la forme uuu avec u un mot non vide sur {a,b}. On peut méme
montrer [25] que ce mot infini est sans chevauchement de la forme fuful ou ¢ est une lettre de {a, b}
et w un mot sur {a,b}.

Une classe de mots infinis trés largement utilisée est formée de mots morphiques. Un mot infini
sur I’alphabet 3 est dit pur morphique s’il est point fixe d’'un morphisme f : ¥* — ¥* étendu de
maniére naturelle a ’'ensemble 3V des mots infinis sur ¥. On dit aussi que le mot infini en question
est engendréE] par f. Ainsi, d'un point de vue algorithmique, un tel mot infini est construit de fagon
succincte par le morphisme qui I’engendre et le symbole initial choisi. Pour le mot de Thue-Morse,
appliquer n € N fois le morphisme o & partir de la lettre a fournit un préfixe de t de longueur 2.
De plus, un mot infini sur 'alphabet > est dit morphique s’il est 'image, par un morphisme, d’un
mot pur morphique. Il est finalement bien connu que ’ensemble des mots purs morphiques est un
sous-ensemble strict de I’ensemble des mots morphiques définis sur le méme alphabetE].

Ce mémoire traite principalement d’un théoréme de Cobham et se situe & l'intersection de trois
domaines : la combinatoire des mots, I’algébre linéaire et la théorie des graphes.

Pour énoncer ce théoréme d’intérét, nous avons besoin de préciser la notion de morphisme
prolongeable, évoquée un peu plus haut. Nous dirons que le morphisme f : ¥* — X* est prolongeable
en une lettre a € ¥ si les deux conditions suivantes sont remplies : f(a) = au avec w un mot fini
sur ¥ et la suite (|f"(a)|)nen des longueurs des itérés tend vers U'infini avec n. Dans ce cas, la suite
(f™(a))nen converge vers un mot infini limite noté f“(a) et point fixe de f. Dans ce travail, nous
donnons, a la derniére section du chapitre 3, une preuve constructive du théoréme de Cobham pour
les mots morphiques :

Théoréme 1. Soient f : ¥* — ¥* un morphisme prolongeable en une lettre a et g : ¥* — I'*
un morphisme, ces morphismes pouvant étre effacants, i.e. l'image d’une lettre rend le mot vide.

1. Si w est un mot infini pur morphique engendré par f et commence par la lettre a € X, alors il doit exister un
mot u € X* tel que f(a) = au. Puisque w est infini, on est conduit & la notion de morphisme prolongeable dont nous
parlerons un peu plus loin dans cette introduction.

2. Voir par exemple la section 3 de l’article [9] ou les auteurs construisent explicitement des exemples de mots
morphiques qui ne sont pas purs morphiques.
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viii Introduction

Sig(f“(a)) est un mot infini, alors il existe un alphabet I1, un morphisme non effa¢ant o : II* — II*,
une lettre a’ € II en laquelle o est prolongeable et un codage T : II* — T'* tels que

7(0¥(d) = g(f*(a)).

Dans la littérature, on trouve plusieurs démonstrations de ce résultat. Par exemple, J.-P. Al-
louche et J. Shallit en ont donné une preuve dans [2] ; J. Cassaigne et F. Nicolas dans [9] ; J. Honkala
dans [19]. L’approche suivie ici est basée sur un article toujours en cours de rédaction : Asymptotic
properties of free monoid morphisms [10]. Travailler a partir d’une telle source n’a pas toujours été
simple, mais cela m’a permis d’avoir des discussions intéressantes avec mes promoteurs, ainsi qu'un
apercu de la vie de chercheur. Dés lors, le texte présenté ici pourra différer de 'article final. La
motivation principale des auteurs de cet article est d’étudier le spectre et les propriétés asympto-
tiques des itérées des matrices carrées associées aux morphismes f et ¢ avant et aprés application
du théoreme [l

En effet, & un morphisme f : ¥* — »* on associe naturellement un graphe orienté dont l’en-
semble des sommets est X et Parc (a,b) joint les lettres a et b dans le graphe si b apparait dans le
mot f(a). On considére méme un multi-graphe si une lettre apparait plusieurs fois dans la méme
image. On introduit alors la matrice d’adjacence de ce graphe. Autrement dit, pour un morphisme
[, I'élément (My),p compte le nombre de b apparaissant dans f(a). Notons que la tradition veut
que, en combinatoire des mots, ’on considére la transposée de cette matrice. De cette fagon, on voit
facilement que, pour tout mot fini w sur X, MfTw(w) = (f(w)) ou ¢ est le vecteur de Parikh
comptant le nombre de lettres. Remarquons dés a présent qu’étudier le comportement de M}l revient
a s’intéresser au nombre de chemins de longueur n joignant deux sommets quelconques du graphe
associé.

Détaillons le contenu du présent travail. Dans le premier chapitre, aprés avoir rappelé les défi-
nitions usuelles sur les morphismes, nous sommes amenés a étudier les matrices carrées associées.
Puisque ces matrices ont des coefficients naturels, nous développons la théorie de Perron—Frobenius
des matrices carrées & coefficients positifs ou nuls. En termes de graphe, cela revient a considérer
les composantes fortement connexes du graphe et & identifier les longueurs des cycles présents.

Une fois la théorie de Perron—Frobenius bien établie, le deuxiéme chapitre traite de fagon dé-
taillée du comportement asymptotique des éléments (M?)a,b pour tout couple de lettres (a,b) de
Y x 3. Ce comportement dépend fortement des blocs irréductibles rencontrés et de leurs périodes,
i.e. des longueurs des cycles apparaissant dans les composantes fortement connexes du graphe cor-
respondant. Si 'on s’intéresse au morphisme associé, puisque |f"(a)| = > ,cx [f"(a)|p pour toute
lettre a, il est naturel d’examiner le comportement de la somme des éléments d’une ligne de M.
Nous montrons que ce dernier est du type ©(n%A™) ot X est une valeur propre de la matrice M 7 et
d un naturel.

Enfin, dans le troisiéme chapitre, nous présentons une preuve constructive du théoréeme[I} Ayant
a notre disposition les outils d’algébre linéaire développés dans les deux chapitres précédents, nous
pouvons définir le type de croissance d’un mot infini pur morphique pour ensuite étudier les matrices
carrées obtenues avant et aprés application du théoréme [}

En guise de conclusion, nous donnons un prolongement possible. En effet, le présent travail
devrait servir de point de départ a la généralisation d’un autre théoréme de Cobham aux systémes
de numération abstraits.

3. Voir la proposition au premier chapitre de ce travail.



Chapitre 1

Morphismes, matrices et graphes

Ce chapitre a pour but de fixer les définitions et résultats basiques qui permettent d’obtenir les
résultats importants de notre travail. Comme son nom l'indique, il lie les différentes notions que sont
les morphismes, les matrices et les graphes. Dans la premiére section, nous donnons les définitions
usuelles concernant les morphismes et nous établissons leur lien avec les matrices. Ensuite, une
section entiére est consacrée au rappel de la théorie de Perron—Frobenius. Dans la troisiéme section,
nous fixons le lien entre les matrices carrées positives, i.e. dont toutes les composantes sont des réels
positifs ou nuls, et les graphes pour obtenir deux résultats clé. Enfin, dans une quatriéme section,
nous donnons quelques conséquences des résultats établis dans ce chapitre.

1.1 Les morphismes

Cette section rappelle des définitions et des résultats élémentaires concernant les mots construits
sur un alphabet (fini) et les morphismes de monoides.

Définition 1.1.1. Un alphabet ¥ est un ensemble non vide de symboles, généralement appelés
lettres de cet alphabet. Dans tout ce texte, nous supposons travailler au moyen d’alphabets finis.

Un mot fini sur 'alphabet 3 est la concaténation d’'un nombre fini de lettres de . Le mot
vide € est 'unique mot ne contenant aucune lettre. L’ensemble des mots finis sur X se note 3*.
Muni de l'opération de concaténation, cet ensemble est alors un monoide, i.e. un ensemble doté
d’une opération binaire, interne, partout définie et associative et d’'un (unique) élément neutre, et
est appelé le monoide libre engendré par 3. Dans ce cas, le neutre est le mot vide e.

La longueur d'un mot w € ¥*, notée |w|, est le nombre de lettres le constituant ; le nombre
d’occurrences d’'une lettre a € ¥ dans w se note |w|,. Nous posons ¥ = ¥* \ {e} I'ensemble des
mots finis sur ¥ de longueur strictement positive.

Un mot infini sur I'alphabet X est une application w : N — ¥, Un tel mot est communément
noté w = wowiws - - - ol wy, est une lettre de ¥ pour tout n € N. Nous notons indifféremment »N
ou X¥ 'ensemble des mots infinis sur ¥ et, pour différencier les mots finis des mots infinis, nous
écrivons ces derniers en gras.

Dans la définition suivante, nous introduisons la notion de morphisme de monoides.

Définition 1.1.2. Considérons (A, o) et (B, V) deux monoides de neutres respectifs e4 et eg. Une
application f: A — B est un morphisme de monoides (ou encore homomorphisme de monoides) si
les deux conditions suivantes sont respectées :

(1) pour tous z,y € A, f(xoy) = f(z)Vf(y);
(ii) f(ea) =ep.
Remarque 1.1.3. Dans le cas d’'un homomorphisme de groupes, la condition (i7) est une consé-

quence directe de la condition (i) et de l'existence d’inverse au sein des groupes. Par contre, dans
le cas des monoides, la condition (ii) doit réellement faire partie de la définition.

1



2 Chapitre 1. Morphismes, matrices et graphes

Nous rappelons que, pour définir un morphisme f : ¥* — I'*, il suffit de donner ses valeurs
sur chacune des lettres de 'alphabet X. De plus, les morphismes définis sur les mots finis peuvent
naturellement étre étendus aux mots infinis de la maniére suivante.

Définition 1.1.4. Soit f : ¥* — I'* un morphisme. Si w = wowjws - - - est un mot infini de =N o
wy, € ¥ pour tout n € N, alors nous définissons f(w) par le mot fini ou infini f(wo)f(w1)f(w2) - --
de I*u TN,

Ainsi, si nous restreignons le morphisme f : ¥* — I'* aux mots infinis, nous avons une application
f:N - (F* U FN), mais nous n’avons plus un morphisme puisque nous ne disposons plus d’une
opération bien définie (concaténer deux mots infinis n’a pas de sens). Nous sommes maintenant en
mesure d’établir la correspondance entre les morphismes et les matrices.

Définition 1.1.5. Soient X un alphabet avec #¥X = d € Ny et f : ¥* — ¥* un morphisme. La
matrice d’incidence de f est la matrice Maty € Ng déﬁnie par

(Maty)ap = | f(D)]a

pour tous a, b € . Pour tout sous-ensemble non vide I" de X, aussi appelé sous-alphabet de 3, nous
notons (Maty)r la sous-matrice carrée de Maty obtenue en sélectionnant les lignes et les colonnes
de Mat; correspondant aux lettres de I'.

Remarque 1.1.6. Si l'alphabet 3 est de cardinal d € Ny et ordonné, nous pouvons le considérer
comme un d-uple (ay,...,aq). Dans ce cas, la matrice d’incidence de n’importe quel morphisme de
> se remplit en fonction de 'ordre sur ¥. En général, il s’agit de ’ordre sur les naturels ou de I'ordre
du dictionnaire.

Nous donnons maintenant un exemple du lien entre les morphismes et les matrices.

Exemple 1.1.7. Considérons le morphisme de Thue-Morse ¢ : {0,1}* — {0,1}" défini par t(0) = 01
et t(1) = 10. Alors

(Mat)o,0 = [£(0)]o = 1, (Maty)oa = [t(1)|o = 1, (Maty)1,0 = [£(0)1 = 1 et (Maty)1y = [¢(1)h = L.
Dans ce cas, la matrice Mat; est égalef’] a

01
0 11
1 1 1)

Considérons maintenant le morphisme f : {0,1,2}" — {0,1,2}* défini par f(0) = 012, f(1) = 1202
et f(2) = 2. Sa matrice d’incidence est donnée par

1 10
I\/Iatf = 1 1 0
1 21

SiI'={0,1} € {0,1,2}, on voit que (Maty)r = Mat;.

Nous allons établir que la matrice d’incidence d’une itération d’un morphisme est obtenue comme
la puissance naturelle correspondante de la matrice d’incidence du morphisme de départﬂ Avant de
passer a la démonstration de ce résultat, nous avons besoin d’un lemme.

1. Remarquons que nous avons perdu 'information sur I’ordre d’apparition des lettres et que nous avons considéré,
comme l'introduction I’annoncait, la matrice carrée que ’on remplit colonne par colonne.

2. Dans la suite, nous n’écrivons plus explicitement 1’ordre que nous prenons sur les lettres de 1'alphabet pour
remplir les matrices d’incidence. Si I'alphabet est composé de lettres a,b,c,... (resp. de naturels 0,1,2,...), nous
travaillons implicitement au moyen de l'ordre du dictionnaire (resp. sur N) sauf indication du contraire.

3. La preuve de ce résultat est inspirée de la page 249 de [2].



1.1. Les morphismes 3

Lemme 1.1.8. Soit ¥ = {a1,...,aq} un alphabet avec d € Ny. Considérons un morphisme
f:X* = ¥* Alors, pour tout mot w € X%,

‘al Z a] ‘a1|w‘a7

ISH

pour tout i € {1,...,d}.

Démonstration. Soit w un mot construit sur X. Si w est le mot vide, alors le résultat est vrai. Nous
pouvons donc supposer que w # €. Alors il existe un naturel n € Ny tel que w = by ---b, ot b; € X
pour tout j € {1,...,n}. Fixons maintenant i € {1,...,d}. On a

[f(@)la; = [f (01 bn)la; = | f(01) -+ f(br)la; = |F (b1 a; + - - + [f(bn)la- (1.1)

Par définition, le nombre d’occurrences d'un terme |f(b;)|q, avec j € {1,...,n} dans la somme
précédente est donné par le nombre de fois que la lettre b; apparait dans w, a savoir |w|bj. Par
conséquent, si 'on désigne par m € {1,...,d} le nombre de lettres différentes de w et par ci,...,cp
ces lettres, 'égalité devient

|f(w)la; = [f(c))la|wle; + -+ |f (em)a; [w]e,, - (1.2)
Or, pour toute lettre a € X, on a

| =0 sila lettre a n’apparait pas dans w,
“1 >0 sinon.

Dés lors, nous pouvons compléter le membre de droite de 1'égalité (1.2) par les lettres de ¥ qui
n’apparaissent pas dans w puisque nous ne faisons qu’ajouter a cette somme des termes nuls. Ainsi,
en complétant, nous obtenons

|f(w)la; = |f(@1)]a;[wlay + - + | f(@d)]a; [wlay = Z | f(a; ’al‘w’ag [

Proposition 1.1.9. Soit ¥ = {ay,...,aq} un alphabet avec d € Ny. Considérons un morphisme
f:X* = ¥* Alors, pour tout mot w € X%,

f(w)lay |wla,
: = Maty :
|/ (w)lag [wla,
Démonstration. Soit w un mot construit sur 3. Alors, pour tout i € {1,...,d}, en utilisant le

lemme et la définition du produit matriciel,

W)la; = Z|f a;)|a;|wla, —Z(Matf)ai,aj : = | Mat;

=1
j Wl )/,

O]

Nous pouvons enfin passer a la proposition qui nous intéresse liant les puissances naturelles de
la matrice d’incidence d’un morphisme aux matrices d’incidence des itérations de ce morphisme.

Proposition 1.1.10. Pour tout alphabet 3, tout morphisme f : 3* — X* et tout naturel n € N,
Mat n = Mat:}.



4 Chapitre 1. Morphismes, matrices et graphes

Démonstration. Soient 3 un alphabet et f: ¥* — ¥* un morphisme. Puisque nous travaillons avec

des alphabets finis, nous pouvons supposer que ¥ = {ay,...,aq} avec d € Ny. Nous procédons par
récurrence sur n € N. Les cas de base correspondant & n = 0 et n = 1 sont vérifiés. Passons a
I'induction. Supposons que le résultat est vrai pour tout m € {0,...,n} avec n > 1 et montrons-le

pour m = n+ 1. Pour tous 4, j € {1,...,d}, en utilisant ’hypothése de récurrence et le lemme m,

d d
(Mat}™)aia; = D (Matgn)asap (Matpaga, = Y 1" (@)l £(a5) lay = 177 (@),
k=1 k=1
ex*
(Matfn-»-l)a“aj OJ
Corollaire 1.1.11. Soit ¥ = {ai,...,aq} un alphabet avec d € Ny. Considérons un morphisme
f X = X% Alors, pour tout mot w € X* et tout naturel n € N,
|f" ( Nas wla,
: = Mat¥ :
1w )aq |wlag

Démonstration. Soient w € X* un mot et n € N un naturel. Alors, en utilisant d’abord la proposi-
tion puis la proposition [1.1.10

/™ (@)]ay |w]a, [@]ay

= Matn : = Mat} : : O
‘fn( )aq [W]ag [wag

Enfin, nous démontrons que la matrice d’incidence de la composition de deux morphismes définis
sur un méme alphabet est égale au produit des matrices d’incidence de ces morphismes.

Proposition 1.1.12. Soient ¥ un alphabet, f : 3% — X* et g : ¥* — X* deux morphismes. Alors
Mats.,, = Mat; Mat,.

Démonstration. Supposons que ¥ = {ay,...,aq} avec d € Ny. Pour tous i,57 € {1,...,d}, d’'une

part,
d d

(Matf Matg)ai,aj = Z(Matf)ai7ak(Matg)ak,aj = Z | f(ak)la;|9(aj)]a,
k=1 k=1

et, d’autre part, grace au lemme [T.1.8]

(Matfog)ai,aj = |f(g(a;))la; = Z | f(ar)la;l9(a;)]ay- 0
k=1
ex*
Nous poursuivons la relation entre les morphismes et les matrices dans la section suivante concer-
nant la théorie de Perron—Frobenius.

1.2 La théorie de Perron—Frobenius

Dans cette section, nous rappelons la théorie de Perron—Frobenius et nous approfondissons le
lien déja établi entre les morphismes et les matrices. Nous définissons successivement les concepts
de spectre et de rayon spectral et nous démontrons un résultat les concernant. Ensuite, nous abor-
dons les notions d’irréductibilité et de primitivité d’une matrice carrée positive et d’un morphisme.
Elles jouent un roéle clé dans le fameux théoréme de Perron—Frobenius. Nous ne démontrons pas ce
théoréme, mais nous l'illustrons en fin de section.
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1.2.1 Concepts de spectre et de rayon spectral

Définition 1.2.1. Soit M une matrice carrée. Le spectre de M est le multi—ensemblelﬂ de ses valeurs
propres répétées selon leur multiplicité algébriquelﬂ. Cet ensemble se note Spec(M). Le rayon spectral
de M est le réel défini par

p(M) =max {|\|| A € Spec(M)}.

Puisque nous connaissons le lien entre les morphismes et les matrices, nous avons aussi une
notion de valeur propre, de spectre et de rayon spectral pour ceux-ci.

Définition 1.2.2. Soient . un alphabet et f : ¥* — ¥* un morphisme. Les valeurs propres et le
spectre de f sont respectivement définis comme étant les valeurs propres et le spectre de la matrice
Maty. Le spectre de f se note Spec(f). De plus, nous définissons le rayon spectral de f, noté p(f),
comme étant le rayon spectral de la matrice Maty.

Donnons un exemple de ces définitions.

Exemple 1.2.3. Poursuivons exemple [I.1.7 Il est facile de voir que les valeurs propres de la
matrice Mat; sont les naturels 0 et 2. De plus, on voit que ces valeurs propres sont simples. Ainsi,
Spec(t) = Spec(Mat;) = {0,2} et p(t) = p(Mat;) = 2.

D’autres exemples de spectre et de rayon spectral de morphismes sont donnés a la sous-section
suivante. Nous établissons maintenant le lien concernant le spectre d’une matrice réelle M de di-
mensionlﬂ m et celui de la matrice S™'M S pour n’importe quelle matrice carrée inversible S de
méme dimension m.

Proposition 1.2.4. Soient M et S deux matrices de R) telles que S est inversible. Alors
Spec(M) = Spec(S~1MS).

Démonstration. Grace a laloi du produit relative au déterminantlZl, nous avons xg-1375(1) = xar (@)
et nous voyons que les polynomes xas et xg-1579 ont exactement les mémes zéros (avec les mémes
multiplicités). Ainsi, les matrices M et S™'M S ont aussi exactement les mémes valeurs propres
(avec les mémes multiplicités) et cette constatation meéne a I’égalité des spectres. ]

1.2.2 Irréductibilité et primitivité

Cette sous-section se divise en deux parties : la premiére est consacrée a l'irréductibilité et a
la primitivité des matrices carrées tandis que la seconde est dédiée aux notions analogues pour les
morphismes. Puisque les caractéres irréductible et primitif ne sont définis que pour les matrices
carrées dites positives, nous donnons tout d’abord le sens de cette positivité.

Définition 1.2.5. Une matrice réelle M est dite positive (resp. nulle, resp. strictement positive) si
toutes les composantes de M sont positives ou nulles (resp. nulles, resp. strictement positives). Nous
utilisons la notation M > 0 (resp. M = 0, resp. M > 0) pour dire que la matrice M est positive
(resp. nulle, resp. strictement positive).

4. Un multi-ensemble est un ensemble au sein duquel un méme élément peut se répéter plus d’une fois.

5. Un complexe A est une valeur propre d’une matrice carrée M € R]; si, et seulement si, A est un zéro du
polynoéme caractéristique xar () = det(M — pl) de M ou I € R} désigne la matrice identité. De plus, sa multiplicité
algébrique est égale a sa multiplicité comme zéro de ce polyndme. Consulter la page 220 de [23].

6. La dimension d’une matrice M € R se note m X n avec m,n € Ng. Si m = n, alors la matrice M est carrée
et nous notons simplement m (ou n) sa dimension. Lorsque nous écrivons qu’une matrice est de dimension m, nous
sous-entendons donc qu’elle est carrée.

7. Cette loi stipule simplement que le déterminant d’un produit est égal au produit des déterminants. Voir [23] a
la page 86.
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Définition 1.2.6. Une matrice positive M € R est dite irréductible si, pour tous i,5 € {1,...,m},
il existe un entier (i, ) > 0 dépendant de i, j tel que (M*(9)); . > 0. Sinon, cette matrice est dite
réductible.

Remarque 1.2.7. Au vu de cette définition, la matrice nulle de dimension 1, notée (0)1x1, est
irréductible. En effet, cette matrice étant de dimension 1, il suffit de prendre k(1,1) = 0. Cependant,
les matrices nulles de dimension plus grande ou égale a 2 sont clairement réductibles.

Nous donnons ci-aprés des exemples moins triviaux de matrices irréductible et réductible.

01
u=(15)
est irréductible. En effet, pour (i,7) € {(1,1),(2,2)}, nous pouvons prendre k(i,j) = 0 et, pour

(4,5) € {(1,2), (2, 1)}, k(i,7) = 1.

Exemple 1.2.9. Considérons la matrice

Exemple 1.2.8. La matrice

0 00
M=|101
010

On peut montrer par récurrence que les éléments (M™); 2 et (M™);3 sont nuls pour tout n € N.
Pour tout j € {2,3}, il n’existe donc pas d’entier k(1,5) > 0 tel que (M*(19); ; > 0. Ainsi, M est
réductible.

Nous passons & la définition d’une matrice primitive.

Définition 1.2.10. Une matrice positive M € R est dite primitive s’il existe un entier k stricte-
ment positif tel que, pour tous 4,5 € {1,...,m}, nous avons (M¥); ; > 0.

Remarque 1.2.11. Au vu de cette définition, la matrice nulle de dimension 1 n’est pas primitive.
En effet, pour tout k € Ny,
k
0)") =o.
<( ) 1,1

Ainsi, la condition de la définition précédente n’est jamais remplie. Il s’agit donc d’un premier
exemple de matrice irréductible, mais non primitive.

Nous donnons un exemple de matrice primitive.

v (50)

est primitive. En effet, 'entier £k = 2 > 0 convient pour conclure au caractére primitif de M.

Exemple 1.2.12. La matrice

La proposition suivante caractérise d’une autre fagon les matrices primitives.

Proposition 1.2.13. Soit M € R une matrice positive. Alors M est une matrice primitive si, et
seulement si, il existe N € Ng tel que, pour tout n > N, M™ est une matrice strictement positive.

Démonstration. La condition suffisante est triviale. Montrons la condition nécessaire et supposons
que M est primitif. Alors, par définition, il existe N € Ny tel que MY > 0. Dans ce cas, toutes les
colonnes de M possédent au moins un élément strictement positif. Sinon, M posséde une colonne
nulle et, puisque le produit matriciel se fait ligne par colonne, on voit que M™ a au moins une
colonne nulle pour tout n € Ny. Ceci est bien str impossible puisque M > 0. Pour chaque colonne
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d’indice j € {1,...,m} de M, notons M;; ; un élément strictement positif de cette colonne avec
ij € {1,...,m}. Si M* > 0, alors M**1 > 0 car, pour tous £, j € {1,...,m}, on a

m

(M*H) g5 =Y (M) My j > (M*)g, My, 5 > 0.
>0 >0

De proche en proche, on voit que, si A¥ > 0, alors A**™ > 0 pour tout n € N. Comme AV > 0, on

a la conclusion. O

Nous pouvons remarquer la propriété suivante.
Proposition 1.2.14. Toute matrice primitive est en particulier irréductible.

Démonstration. Soit M € R une matrice positive et primitive. Il existe alors un entier k£ > 0 tel
que M* > 0. Pour tous 4,7 € {1,...,m}, choisir k(i,5) = k convient pour prouver I'irréductibilité
de M. ]

Cependant, le contraire n’est pas vrai comme nous 'avons déja vu a la remarque[1.2.11} Ci-aprés,
nous donnons un autre exemple un peu moins trivial d’'une matrice irréductible, mais non primitive.

Exemple 1.2.15. Reprenons l'exemple [1.2.8f Nous pouvons montrer par récurrence que
M+ = M et M?™ = I pour tout n € N. Par conséquent, nous ne pouvons trouver aucun
entier k& > 0 tel que (M*); ; > 0 pour tous 4,5 € {1,2} et la matrice M n’est pas primitive.

Puisque nous connaissons le lien entre les morphismes et les matrices, nous avons aussi une
notion d’irréductibilité et de primitivité pour ceux-ci.

Définition 1.2.16. Soit ¥ un alphabet. Un morphisme f : ¥* — ¥* est dit irréductible (resp.
réductible, resp. primitif) si sa matrice d’incidence Maty est irréductible (resp. réductible, resp.
primitive).

Remarque 1.2.17. Explicitons le caractére irréductible ou primitif d’'un morphisme. Si f : ¥* — ¥*
est un morphisme irréductible, alors, pour toutes lettres a,b € 3, il existe k(a,b) € N tel que

(Mat';(a’b)) " > 0.

b)

Or la matrice Mat’;(a’ est la matrice d’incidence du morphisme fk(“’b) : X* — X*. Par définition,

f*(@9)(b) contient alors au moins une fois la lettre a. Pour tout couple de lettres (a,b) € ¥ x X fixé,
il est alors possible de trouver une itération f* de f pour laquelle f*(b) contient au moins une fois
la lettre a.

Par un raisonnement similaire, si f : 3* — ¥* est un morphisme primitif, alors il existe k € Ny
tel que (Mat?)ayb > 0 pour tous a,b € X. Par définition, f*(b) contient alors au moins une fois la
lettre a et ce, pour toutes lettres a,b € 3. Il existe donc une itération f* de f telle que, pour tout
be ¥, f¥(b) contient au moins une fois toutes les lettres de X.

Donnons un exemple de morphisme irréductible.

Exemple 1.2.18. Considérons le morphisme F : {a,b}" — {a,b}" défini par E(a) =b et E(b) =a
(on le note E d’aprés son nom anglais « exchange morphism »). Sa matrice d’incidence est donnée
par la matrice de I'exemple Nous savons dés lors que E est irréductible, mais non primitif (se

souvenir de ’exemple [1.2.15]). De plus,
E%a) =a, E(a) =0, E°(b) =b et E(b) = a.

Ainsi, si nous fixons deux lettres de {a, b}, il est possible de trouver une itération de E qui, évaluée
en la premiére lettre, contient au moins une fois la seconde. Enfin, Spec(E) = {—1,1} et p(E) = 1.
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Si la matrice d’incidence d’un morphisme est la matrice nulle de dimension au moins 2, alors ce
morphisme est clairement réductible. Nous fournissons un exemple moins trivial d’un tel morphisme.

Exemple 1.2.19. Considérons le morphisme f : {a,b,c}* — {a,b,c}” défini par f(a) =b, f(b) =c
et f(c) = b. Sa matrice d’incidence est donnée par la matrice de 'exemple m Puisqu’elle est
réductible, le morphisme f l'est aussi. De plus, Spec(f) = {—1,0,1} et donc p(f) = 1.

Pour achever cette sous-section, nous donnons deux exemples de morphismes primitifs, I'un assez
simple, 'autre un peu moins.

Exemple 1.2.20. Continuons I'exemple |1.2.3] La matrice Mat; étant clairement primitive, le mor-
phisme ¢ P'est donc aussi. L’itération t* pour k& = 1 remplit les conditions de la remarque [1.2.17]
puisque £(0) et t(1) contiennent au moins une fois chacune des lettres 0 et 1.

Exemple 1.2.21. Définissons le morphisme f : {a,b}* — {a,b}" par f(a) = bb et f(b) = ab.
Sa matrice d’incidence est donnée par la matrice de 'exemple [1.2.12] Dés lors, f est primitif.
Comme f?(a) = abab et f?(b) = bbab, I'entier k = 2 convient pour la remarque [1.2.17} De plus,

Spec(f) = {=1,2} et p(f) = 2.

1.2.3 Le théoréme de Perron—Frobenius

L’irréductibilité et la primitivité d’une matrice carrée positive entrainent des propriétés fortes,
comme celles données dans le célébre théoréme de Perron—Frobenius. Comme annoncé, nous ne
démontrons pas ce théoréme puisque sa preuve, fort longue, n’apporte rien a notre proposlﬂ. Nous
nous contentons de ’énoncer et de l'illustrer.

Théoréme 1.2.22 (Perron—Frobenius). Soit M € R une matrice positive, irréductible et diffé-
rente de (0)1x1-

(1) Le nombre réel p(M) donné dans la définition est une valeur propre de M de multiplicité
algébrique égale a 1. De plus, il existe un vecteur propre v,y de valeur propre p(M) de M
dont toutes les composantes sont strictement positives.

(ii) Il existe un entier ppy > 1 tel que les autres valeurs propres de module égal o p(M) sont
2irm

exactement les complexes p(M)e?ym pourr =1,...,py — 1.

(tit) Pour tous i,j € {1,...,m}, il existe un unique r = r(i,j) € {0,...,pp — 1} tel que
(M"PM+TY, o est mon nul pour tout n € N suffisamment grand et, pour tout s # r (mod pas)
et tout naturel n >0, (M™M*+s), i = 0. De plus, r(i,7) +r(j,7) =0 (mod pas).

(iv) Si M est primitif, alors pypy = 1, i.e. chaque valeur propre o € C de M telle que o # p(M)
vérifie |a| < p(M).

(v) Si M est primitif, alors, pour tous i,j € {1,...,m}, il existe une constante réelle ¢; ; > 0 telle
(M™)i;
p(M)"
(vi) La valeur propre p(M) satisfait aux inéquations suivantes :

que le quotient converge vers c; j lorsque n tend vers l'infini.

m m m m
B, 2 Mg < p00 < mex 3 My b \min, 3 Mg < p(0M) < s B M

7=1 7=1 =1 =1
Remarque 1.2.23. Si M € R est une matrice positive, irréductible et différente de (0)1x1, alors
aucune ligne (resp. aucune colonne) de M ne peut étre entiérement nulle. En effet, si une ligne
(resp. une colonne) est nulle, alors, pour tout n € Ny, M™ a une ligne (resp. une colonne) nulle,
ce qui contredit le caractére irréductible de la matrice M. Par conséquent, au vu du point (vi) du
théoréme de Perron—Frobenius, nous avons p(M) > 0.

8. Nous renvoyons par exemple le lecteur intéressé a [2] [I8] [3I] pour plus d’informations.
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Remarque 1.2.24. Si M est la matrice irréductible nulle de dimension 1, alors on pose pys = co.
En fait, il s’agit d’un cas limite. Pour cette matrice, 'unique valeur propre est 0 et il n’y en a pas
d’autre. Dans ce cas, pour que les complexes

2irm

p(M)erm

avec 7 € {0,...,py — 1} soient tous égaux a p(M) = 0, nous choisissons de prendre py; = co. De
plus, il est clair que le rayon spectral de M est 'unique valeur propre de M et que cette valeur
propre est bien de multiplicité 1.

Définition 1.2.25. Soit M € R} une matrice positive, irréductible et différente de (0)1x1. Par
définition du rayon spectral, si & € C est une valeur propre de M, alors |a| < p(M). Nous voyons
donc que toute valeur propre a € C de M vérifie |a| < p(M). Pour cette raison et grace au théoréme
de Perron—Frobenius qui affirme que p(M) est une valeur propre de M, la valeur propre p(M) de M
est appelée la valeur propre dominante ou encore valeur propre de Perron (ou de Perron—Frobenius)
de M. De plus, 'entier pys dont il est question dans le théoréme précédent se nomme la période de
Perron—Frobenius de la matrice M.

Remarque 1.2.26. Si la matrice irréductible M est la matrice (0)1x1, alors p(M) = 0 est aussi
une valeur propre de M. Par extension, nous dirons que p(M) est la valeur propre dominante ou
encore valeur propre de Perron (ou de Perron—Frobenius) de M. De plus, pyr = oo est également
appelé la période de Perron—Frobenius de M.

Encore une fois, puisque les morphismes et les matrices sont liés, nous pouvons donner une
définition similaire en ce qui concerne ceux-ci.

Définition 1.2.27. Soit f : ¥* — ¥* un morphisme irréductible. Puisque la matrice d’incidence
Maty de f est positive et irréductible, la valeur propre p(f) = p(Maty) de f est appelée la valeur
propre dominante de f et lentier PMat, est appelé la période de Perron—Frobenius de f, notée py.

Nous allons maintenant donner deux exemples du théoréme de Perron—Frobenius. Le premier
illustre les points (i) & (7i¢) et le point (vi) du théoréme dans le cas irréductible.

Exemple 1.2.28. Reprenons I'exemple [1.2.18] Nous y avons établi que p(M) = p(E) =1 et que 1
est une valeur propre simple de M. En considérant le vecteur

w-(1).

nous voyons que Mv{ = 1. Ainsi, le point (7) du théoréme est rempli. De plus, pyr = pp = 2
convient pour le point (i4) du théoréme. En effet, —1 est obtenu comme p(M) 3" pour r = 1. De
plus, par = 2 permet d’obtenir exactement les deux valeurs propres de M de module 1. Illustrons
maintenant le point (7i7). Par 'exemple pour tout n € N, nous avons que M™M = M?" =],
Pour r € {0,...,pa — 1} = {0, 1}, nous obtenons M™PM+7 = M?"+" = MT". Fixons 4,5 € {1,2}. Si
i = j, I'unique 7(i,4) € {0,1} qui convient est donné par 7(i,i) = 0 car (M"Y, ; = I ; est non
nul pour tout n € N suffisamment grand. De plus, si s =1, (M2"+s)m- = M;; = 0 pour tout n € N.
Nous avons aussi que 7(i,7) + 7(4,7) = 0 (mod 2). Si maintenant ¢ # j, I'unique r(i,5) € {0,1}
qui convient est donné par r(i,5) = 1 car alors (Mzn”(i’j))M = M; ; est non nul pour tout n € N
suffisamment grand. De plus, si s = 0, (M2”+S)i7j = I; ; = 0 pour tout n € N. Nous avons aussi que
r(i,7) +r(j,i) =0 (mod 2). Le point (7ii) est donc rempli. Le point (vi) est lui aussi satisfait car

2 2 2 9
ZMlvj =1, ZM2J =1, ZMi,l =1 et ZMZ?? =1.
J=1 j=1 i=1 i=1



10 Chapitre 1. Morphismes, matrices et graphes

Voici une illustration des points (iv) et (v) du théoréme de Perron-Frobenius dans le cas primitif.

Exemple 1.2.29. Définissons le morphisme de Fibonacci f : {0,1}" — {0,1}" par f(0) = 01 et
f(1) = 0. Sa matrice d’incidence est donnée par

Matf:<i (1))

Elle est primitive puisque Matfc > 0. Nous sommes donc dans les conditions du théoréme de Perron—

Frobenius. Les valeurs propres de Maty sont # Ainsi, p(Maty) = p(f) = 1+T\/5 et, pour toute
autre valeur propre o de Mat; distincte de p(Maty), on a bien que |a| < p(Maty). On en tire
que pmat, = py = 1 et le point (iv) est rempli. Nous devons encore expliciter le point (v). Pour

plus de facilité, posons ¢ = % et o = 1_2—\/5 Nous remarquons que ¢/ = —X. Considérons

la suite (F),)nen des nombres de Fibonacci définie comme étant la suite des naturels obtenue par
la relation de récurrence linéaire F, 19 = F,11 + F),, pour tout n € N avec les conditions initiales
Fy = 0et F1 = 1. Cette suite commence par les naturels 0,1,1,2, 3,5, 8,13, 21, 34, etc. Nous pouvons
démontrer par récurrence que, pour tout n € Ny,

n __ Fn+1 Fn

Ainsi, pour tous 7,7 € {1,2} et tout n € Ny,

Frni1 N
= sii=j=1,
Mat})i; ) &7, G
p(Maty)m L J ’
@—Z sinon.

Nous allons examiner le comportement de ces trois quotients lorsque n tend vers I'infini. Posonsﬂ
¢ @
S = .

-1 . QOI 0
S I\/Iath<0 @)l

Alors,

De 14, aprés quelques calculs, nous obtenons

PR ()Dln 0 S—l _ ﬁ (pn—i—l _ ngn—H o — (pln
f 0 (pn 5 (pn o SOln (P(Pm _ (,OIQOn

et, en se rappelant que ¢’ = _7}, on a

Mat? T QOn m n—1 _ gOln—l

5 n+1 _  /m+1 n__  n
V5 [ ~¢ " — _ (1.4)
) 2 ¥

En combinant les égalités (|1.3)) et (1.4), pour la suite de Fibonacci de conditions initiales Fy = 0 et
F1 =1, nous avons finalement

9. Nous reprenons ici le développement proposé dans [24] a la page 118.
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pour tout n € N. Cette expression est en fait une formule close pour F;, avec n € N, i.e. une formule
permettant d’écrire F,, pour tout n € N et ne faisant intervenir que des fonctions élémentaires bien
connuesﬂ Les trois quotients deviennent donc

(Far1) _ Vo " =™ V6 Pt
pn 5 " _5<¢_ w”)’
(Fn—l) \/5 SOnfl _ (plnfl \/5 1 (p/nfl
o5 " :5<s0— w")’
(Fn) _ V5 | 80"—90’”_\/5<1_80’")
" b " 5 "

Or, comme 0 < |¢'| < 1 < ¢, nous savons que

1IN\
lim <’('0’> =0.
n—-+o0o ©

n
On en tire que la suite ((%) ) converge elle aussi vers 0. Par conséquent,
neN

~

lim =
n—+oo "

p, lim
n—+oo (" 5 @ n——+oo (N

En considérant finalement les quatre constantes

Vb Vb V5 V51
C11 = ?% C12 = 5 C21 = 5

(Mat’});

p(Maty)?
converge vers ¢; ; lorsque n tend vers l'infini. Ceci termine l'illustration du théoréme de Perron—

Frobenius.

nous voyons que ¢;; > 0 pour tous ¢,j € {1,2} et nous avons bien str que le quotient

1.3 Deux formes particuliérement utiles pour les matrices carrées
positives

Dans cette section, comme son nom l'indique, nous allons obtenir deux formes particuliéres pour
les matrices carrées positives. Nous introduisons tout d’abord le concept de matrice de permutation
que nous étudions briévement. Il nous permettra d’établir deux propositions clé de cette section,
chacune renfermant une des deux formes voulues. La premiére de ces deux propositions stipule que,
si nous disposons d’'une matrice carrée positive M, alors, & une matrice de permutation prés, il
est possible de la rendre triangulaire inférieure par blocs avec des blocs diagonaux irréductibles.
La seconde montre qu’il existe une matrice de permutation P de méme dimension que M et un
naturel non nul p pour lesquels P~ MPP est une matrice triangulaire inférieure par blocs ot les
blocs diagonaux sont soit primitifs, soit nuls de dimension 1. Les preuves de ces deux propositions
utilisant la théorie des graphes, nous fixons la relation entre les matrices carrées positives et les
graphes avant de les démontrer. De plus, pour démontrer le second résultat, nous verrons que la
notion de période d’une matrice irréductible (au sens que nous lui donnerons un peu plus loin) joue
un réle important. Une sous-section est donc consacrée a ce concept avant de démontrer le second
résultat voulu.

10. Voir |24] a la page 111.
11. Une suite de réels (rn)nen converge vers 0 si, et seulement si, la suite des modules (|7»|)nen converge vers 0.
Pour une démonstration de ce résultat, consulter par exemple [30] & la page 50.
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1.3.1 Les matrices de permutation

Définition 1.3.1. Une matrice de permutation est une matrice carrée pour laquelle chaque ligne
et chaque colonne contiennent exactement un unique 1, les autres composantes étant nulles.

Une telle matrice symbolise une permutation. En effet, si P est une matrice de permuta-

tion de dimension m, alors, pour tout ¢ € {1,...,m}, il existe un uniquelﬂ Jay € {1,...,m}
tel que P, = 1. La permutation op : {1,...,m} — {1,...,m} associée est alors définie par
op(i) = ju pour tout i € {1,...,m}. De méme, si o est une permutation de 'ensemble {1,...,m},

alors la matrice de permutation P, associée est une matrice de dimension m définie, pour tous
i,j €{1,...,m}, par

1 sio(i) =7,

0 sinon.

(Po)ij = {

En fait, il existe une correspondance biunivoque entre les matrices de permutation de R et les per-
mutations de ’ensemble {1,...,m}. Cette bijection implique que les matrices de permutation sont
inversibles et que les inverses des matrices de permutation sont encore des matrices de permutation.

Exemple 1.3.2. La matrice P définie par

1 00 00
00100
000160
00001
01 00O
est une matrice de permutation. Elle symbolise la permutation op : {1,...,5} — {1,...,5} définie

par
O'p(l) =1, O'p(2) =3, O'p(3) =4, Up(4) =5 et O'p(5) = 2.

Nous montrons deux résultats : le premier concerne la matrice de permutation associée & un
produit de deux matrices de permutation et le second concerne la matrice de permutation associée
a I'inverse d’une matrice de permutation.

Proposition 1.3.3. Soient A et B deux matrices de permutation de dimension m. Notons « (resp.
B) la permutation que A (resp. B) symbolise. Alors AB est une matrice de permutation de dimension
m assocz’éelE a la permutation o a.

Démonstration. Supposons que la matrice AB est une matrice de permutation associée a la permu-
tation 7. Soient 4,5 € {1,...,m}. Alors I’élément

(AB);j = Z A; 1B
k=1

est non nul et vaut 1 uniquement si k = «(i) et j = B(k), ce qui signifie que j = (8 o «)(4). Ainsi,

(AB)i,j:{ L si(Boa)(i) =

0 sinon.

On en tire que 7 = B o a. Par conséquent, la matrice AB est bien une matrice de permutation et
est associée a la permutation (o a. O

12. Il est aussi possible d’associer une permutation & une matrice de permutation en procédant plutét sur les
colonnes que sur les lignes. On fixe alors j € {1,...,m} et on trouve un unique i(j) € {1,...,m} tel que P, , =1.
13. Remarquons que, si nous avions choisi ’autre fagon d’associer les matrices de permutation et les permutations,

la matrice de permutation AB de dimension m serait associée a la permutation « o (3.
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Proposition 1.3.4. Soit P une matrice de permutation de dimension m. Notons o la permutation

qu’elle symbolise. Si T est la permutation symbolisée par P~1, alors T = o~ 1.

Démonstration. Par la proposition précédente, nous savons que la matrice de permutation PP~!
(resp. P! P) est associée & la permutation 7o (resp. co7). Puisque la matrice identité de dimension
m est associée a la permutation identité notée id : {1,...,m} — {1,...,m}, nous obtenons 700 = id
et 0 o7 =id. Ces deux égalités impliquent que 7 = o1, O

Nous allons montrer que multiplier & gauche (resp. a droite) une matrice carrée par une matrice
de permutation de méme dimension revient a échanger les lignes (resp. les colonnes) de cette matrice
conformément & la permutation (resp. la permutation inverse) associée a la matrice de permutation.

Proposition 1.3.5. Soient M, P € R} deuxr matrices parmi lesquelles P est une matrice de per-
mutation. Notons o la permutation associée a la matrice P. Alors, pour tous i,j € {1,...,m},

(PM)Z‘J' = Mo(i),j et (MP)ZJ = M. 1

1,0~
En particulier, (P~1MP); ; = My-1(3),0-1(;) pour tous i,j € {1,...,m}.

Démonstration. Soient i,j € {1,...,m}. D’une part, nous avons

(PM)ij = PigMej = PioiyMogi); = Moy
/=1

puisque P; ¢ est non nul et vaut 1 si, et seulement si, (i) = £. Ainsi, en multipliant M & gauche par
P, nous avons échangé les lignes de M conformément & o. D’autre part, en procédant de la méme
facon, on a (MP);; = M; 5-1(jy- Par conséquent, en multipliant M a droite par P, nous avons
échangé les colonnes de M conformément & o~!. En particulier, nous avons

(PT'MP);j = (MP)y1(); = Mo1(3),0-1(j)- -

1.3.2 Lien entre les matrices carrées positives et les graphes

Pour donner explicitement la relation existant entre les matrices carrées positives et les graphes,
nous devons d’abord définir la notion de matrice plafond. Grace a celle-ci, nous associons un graphe
a n’importe quelle matrice carrée positive. Ensuite, nous fixons une relation d’équivalence sur les
graphes qui méne a la notion de forte connexité et nous définissons le concept de condensé d’un
graphe. Ce condensé est un graphe assez simple dont nous pouvons réarranger les sommets selon un
tri particulier. C’est grace a ce tri spécifique que nous pourrons mettre une matrice carrée positive
sous la premiére forme dont nous parlions dans l'introduction de cette section. Commencgons tout
de suite par la définition de la matrice plafond.

Définition 1.3.6. Soit M € R} une matrice. La matrice plafond de M est la matrice [M] € N
définie par

([M1)i; = [M;]

pour tout i € {1,...,m} et tout j € {1,...,n}, ou [r| désigne le plafond de r € R, i.e. le plus petit
entier supérieur ou égal a r.

Lemme 1.3.7. Soit M € R une matrice positive. Pour tout n € N et tous i,5 € {1,...,m},

(U\ﬂ”)m =0« (Mn)m' = 0.
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Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n € N. Pour n =0, on a [M]° =1 =M% ou I
est la matrice identité de dimension m et on obtient le résultat. Pour n =1, on a

(IM1Y)ij=0& (MY);; =0

pour tous 4,j € {1,...,m} puisque, si r € Rxq, alors [r] = 0 si, et seulement si, 7 = 0. Nous
pouvons passer & I'induction. Pour cela, supposons que, pour tout k € {0,...,n} avec n € Ny et
tous 4,5 € {1,...,m}, on a

(IM1M)ij=0& (M*);; =0
et montrons que, pour tous ¢,j € {1,...,m}, on a
(TM1™ )5 =0 & (M™F);; = 0.

Fixons i,j € {1,...,m}. Alors

([M)™ )5 =06 ([M]™)ie([M])e; =0
=1
& pour tout £ € {1,...,m}, ([M]");e([M])¢; =0

& pour tout £ € {1,...,m}, ([M]");e=0o0u ([M]),; =0.

)

Puisque 4, 7,¢ € {1,...,m}, en utilisant ’hypothése de récurrence, on a

([M]™*1);; =0« pour tout £ € {1,...,m}, (M™);p=0o0u M;; =0
& pour tout £ € {1,...,m}, (M");¢eMy; =0

g Z(Mn)i’gMg,j =0
=1

= (MnJrl)Z‘,j =0. L]

Corollaire 1.3.8. Soit M € R une matrice positive. Alors M est irréductible (resp. primitif) si,
et seulement si, [ M est irréductible (resp. primitif).

Démonstration. Occupons-nous du cas irréductible de ’énoncé, le cas primitif étant sensiblement le
méme.

Supposons tout d’abord que M est irréductible. Soient i, € {1,...,m}. Alors il existe un en-
tier k(i,7) > 0 tel que (M*@9)); ; > 0. Dans ce cas, ([M]¥(4)); ; > 0 sinon, par le lemme
(M k(i’j))m = 0, ce qui est impossible. Par conséquent, [M] est irréductible. Supposons mainte-
nant que [M] est irréductible. En procédant exactement de la méme fagon, on montre que M est
irréductible. O

Comme annoncé au début de cette section, la notion de matrice plafond permet d’associer un
graphe orienté & n’importe quelle matrice carrée positive de la fagon suivante.

Définition 1.3.9. Soit M € R} une matrice positive. Si M est une matrice naturelle, le graphe
associé & M, noté G(M), est le graphe orienté défini de la fagon suivante. Ses sommets sont les
naturels 1,...,m. Pour tous i,j € {1,...,m}, M;; désigne le nombre d’arcs joignant le sommet %
au sommet j dans G(M). Si, par contre, M est une matrice positive non naturelle, alors le graphe
associé & M est le graphe associé a la matrice plafond [M], i.e. G(M) := G([M]).

Remarque 1.3.10. Soit M € R une matrice positive. Si les indices i,j € {1,...,m} sont tels
que ([M1);; € N>g, alors on parle d’arcs multiples de i vers j dans le graphe G(M). Plusieurs
possibilités de construction du graphe G(M) s’offrent a nous. Supposons qu’il y a au moins un arc
du sommet i vers le sommet j avec 4,j € {1,...,m}, i.e. ([M]);; = n € Ng. Nous pouvons décider
d’inscrire dans le graphe G(M) soit les n arcs de i vers j, soit un unique arc de i vers j & proximité
duquel est indiqué le naturel n. Dans la construction d’un méme graphe, il faut choisir I'une ou
I’autre méthode sans les mélanger. Elles sont illustrées dans les exemples [1.3.11] et [1.3.15]
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Illustrons le lien entre les matrices carrées positives et les graphes.
Exemple 1.3.11. Considérons la matrice carrée positive
1
0

1,2

)

M:

Ow‘&O
S = 3

Cette matrice n’étant pas & coefficients naturels, nous devons prendre sa matrice plafond pour
déterminer son graphe associé G(M) conformément a la définition m Puisque

0 4 1
(M]=1 11 0 |,
0 0 2
le graphe G(M) associé & la matrice M est donné a la figure

2 1

1

FIGURE 1.1 — Graphe G(M) associé & la matrice carrée non naturelle positive M.

Remarque 1.3.12. Le chemin inverse associant une matrice carrée positive a un graphe orienté est
lui aussi possible : il s’agit de la notion de matrice d’adjacence. En fait, toute matrice M € N; peut
étre interprétée comme la matrice d’adjacence d’un graphe orienté a m sommets, notés 1,...,m.
Pour tous ¢,j € {1,...,m}, la composante M; ; de M est le nombre d’arcs joignant le sommet ¢ au
sommet j dans le graphe considéré. En particulier, un résultat élémentaire de la théorie des graphes
montre que (M"); ; est exactement le nombre de chemins de longueur n € N joignant le sommet i
au sommet j dans le graphe en questionlEl Finalement, la définition que nous venons de prendre

permet de remplir la matrice d’adjacence ligne par ligneE
Nous allons maintenant définir une relation d’équivalence sur les graphes.

Définition 1.3.13. Soient M € R} une matrice positive et G(M) son graphe associé. Pour tous
i,j € {1,...,m}, on notera i — j si (M™);; > 0 pour un entier n > 0. Cette condition équivaut
a demander que ([M]™); ; > 0 pour un entier n > 0 ou encore, en termes de graphe, qu’il existe
au moins un chemin de longueur n joignant le sommet i au sommet j dans G(M) pour un entier
n > 0. Nous remarquons directement que ¢ — ¢ puisque nous avons toujours que (M O)i,i = 1.

Nous dirons que ¢ et j sont fortement connectés si i — j et 7 — 4, ce que l'on notera 7 <> j.
Nous voyons dés lors que la relation « étre fortement connecté » est une relation d’équivalence.
Celle-ci partitionne les sommets 1,...,m de G(M) en classes d’équivalence appelées composantes
fortement connezes (ou f. connezes) de G(M). Une telle composante est alors un ensemble maximal
de sommets de G(M) tel que chacun des sommets de la classe est fortement connecté aux autres
sommets de celle-ci. Si le graphe G(M) ne posséde qu'une seule composante fortement connexe,
nous dirons que G(M) est fortement connexe (ou f. connexe).

14. Voir |26] a la page 72.

15. 11 est aussi possible de définir la matrice d’adjacence de la fagon suivante. Si G est un graphe orienté dont les
sommet sont 1,...,m, alors la matrice d’adjacence de G est définie par la matrice M’ € N} dont I’élément (M’); ;
désigne le nombre d’arcs joignant le sommet j au sommet ¢ dans G. Dans ce cas, nous voyons que les matrices des
deux définitions sont transposées I'une de I'autre. En général, la définition que nous avons choisie est la plus classique
des deux.
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En fait, les matrices irréductibles et les graphes orientés fortement connexes sont liés de la
maniére suivante[[]

Proposition 1.3.14. Soient M € N une matrice et G(M) son graphe associé. Alors M est
irréductible si, et seulement si, G(M) est fortement conneze.

Dans I’exemple qui suit, nous déterminons les composantes fortement connexes du graphe associé
a une matrice carrée positive.

Exemple 1.3.15. Considérons la matrice

0020011
0101100
01 00O0T1FPO0
M=10001000
01 010O0O0
1100001
00 0O0O0OO0OOQ O

Le graphe G(M) associé a cette matrice est donné par la figure Ici, les composantes fortement
connexes sont Cy = {4}, Cy = {2,5}, C3 = {7} et C4y = {1, 3,6}.

FIGURE 1.2 — Graphe G(M) associé a la matrice carrée positive M.

Nous rappelons la notion de condensé d’un graphe orienté.

Définition 1.3.16. Soit G un graphe orienté. Nous pouvons créer un nouveau graphe orienté Hg,
appelé le condensé (ou encore graphe acyclique des composantes) de G, dont les sommets sont
les composantes fortement connexesE] de G. Un arc joint deux composantes fortement connexes
différentes C' et C’ de G §'il existe c € C et ¢ € O’ tels que ¢ — .

Nous avons besoin d’une classe de graphes orientés particuliers, les graphes simples, pour pouvoir
donner plus d’informations sur le condensé d’un graphe orienté.

Définition 1.3.17. Un graphe orienté est un multi-graphe si ’ensemble de ses arcs est un multi-
ensemble. Autrement dit, il peut exister plus d’un arc reliant deux sommets donnés. Un graphe
orienté est simple s’il n’est pas un multi-graphe et ne posséde pas de boucle.

Exemple 1.3.18. Le graphe G(M) de la figure de 'exemple [1.3.15[ est un multi-graphe.
Proposition 1.3.19. Le condensé d’un graphe orienté est un graphe simple sans cycle.

Démonstration. C’est vrai par définition. O

16. Pour une preuve, voir par exemple [26] a la page 73.
17. La relation de forte connexité abordée ici est la méme que celle donnée dans la définition |1.3.13] En fait, nous
retirons simplement ’information sur les matrices.
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Dans l'introduction de cette sous-section, nous parlions d’un tri des sommets du graphe associé
4 une matrice carrée positive qui permet de la rendre triangulaire inférieure par blocs avec des blocs
diagonaux irréductibles. Ce tri particulier est introduit dans la remarque suivante.

Remarque 1.3.20. Puisque le condensé Hg d’un graphe orienté G ne posséde pas de cycle, il est
possible d’ordonner ses sommetslﬂ. Si le condensé possede n € Ny sommets, alors nous décidons
d’associer un indice de numérotation i € {1,...,n} a chaque sommet du condensé, i.e. & chaque
composante fortement connexe du graphe de départ, de la facon suivante. Si C' et C’ sont deux
composantes fortement connexes de G et 8’il existe un arc entre le sommet C' et le sommet C’
dans H¢, alors I'indice de numérotation de C est strictement plus grand que celui de C’. Une telle
numérotation des sommets rappelle la notion de tri topologique, mais est légérement différentelE.

Une numérotation des sommets du type considéré n’est pas forcément unique. Par exemple, si
C, C' et C” sont des composantes fortement connexes de G et s’il existe un arc d’'un sommet C
vers deux autres sommets C’ et C” dans H¢ et si C porte le numéro n € N\{0,1}, alors nous
pouvons indifféremment numéroter C’ par n — 1 et C” par n — 2 ou C' par n — 2 et C” par
n —1. Finalement, nous avons choisi cette numérotation des sommets parce qu’elle permet d’obtenir
des matrices triangulaires inférieures, tandis que le tri topologique, lui, conduit a des matrices
triangulaires supérieures. Nous le montrons plus loinm

De plus, puisque le condensé est sans cycle, il est impossible que tous les sommets du condensé
possédent une fleche sortante (resp. entrante). Dans ce cas, il existe au moins un sommet de celui-ci
qui ne posséde pas de fleche sortante (resp. entrante) ; on parle de puits (resp. source).

Nous donnons un exemple de condensé d’un graphe orienté.

Exemple 1.3.21. Poursuivons 'exemple [1.3.15] Le condensé du graphe G(M) est donné par la
figure Nous voyons que les composantes fortement connexes C7 et Cs sont des puits, tandis que

Cy est une source.

@,

FIGURE 1.3 — Condensé du graphe G(M) de la figure

1.3.3 Premiére forme pour les matrices carrées positives

Forts de tous ces concepts et résultats, nous passons maintenant & la démonstration de la pre-
miére proposition annoncée dans 'introduction de cette section.

Proposition 1.3.22. Soit M € R une matrice positive. Alors il existe une matrice de permutation
P de dimension m telle que P"YMP est une matrice triangulaire inférieure par blocs ot les blocs
diagonauzx sont des matrices carrées irréductibles.

18. Voir [26] a la page 49.

19. Soit G un graphe simple orienté & n € Ny sommets. Un tri topologique de G est une numérotation vi,...,v,
des sommets de G telle que, s’il existe un arc de v; vers vj, alors ¢ < j.

20. Pour plus d’informations sur les tris, consulter par exemple [26] aux pages 46 a 49.
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Démonstration. Si M est irréductible, le résultat est immeédiat. Supposons donc que M est réduc-
tible. Considérons G(M) son graphe associé comme dans la définition Supposons que G(M)
posséde s € Ny composantes fortement connexes. En utilisant la remarque nous pouvons
les réorganiser de sorte que l'ordre C1,...,Cs des composantes fortement connexes de G(M) est
tel que, s’il existe un arc de Cy vers Cy dans le condensé Hc(pr) de G(M), alors k& > £. En triant
de cette fagon les sommets de Hg(ar) et en prenant I'ordre naturel sur N au sein de chacun des
ensembles C1, ..., Cs, nous réordonnons en fait les sommets de G(M). Par conséquent, il existe une
matrice de permutation P telle que

Cc, - O
ci1 o c Ch
P M]P = ST . (1.5)
Cs1 ' Csys Cs
ou, pour tous k, ¢ € {1, ..., s}, ¢ désigne une matrice de dimension #Cj, x #Cy résumant le nombre
d’arcs liant les sommets de C} aux sommets de C; dans le graphe G(M). En effet, considérons
k.t € {1,...,s}, i € Cx et j € Cy. Puisque nous n’avons fait que réordonner les sommets du

graphe G(M), nous avons (cg¢);j = ([M]);,; si I'on confond le sommet avec sa position au sein de
I'ensemble. Ainsi, les matrices ¢ se remplissent en fonction des composantes de la matrice [M].
De plus, si ([M]);; = n € N, cela signifie que, dans G(M), il y a un arc de label n du sommet i
de C}, vers le sommet j de Cy. On en conclut que les composantes de la matrice ¢y sont égales au
nombre d’arcs liant les sommets de Cj, a ceux de Cy dans G(M).

Nous pouvons dés lors simplifier 1’égalité en se rappelant que, si k > ¢ (resp. k < /)
avec k£ € {1,...,s}, la matrice ¢, peut étre non nulle (resp. est nulle)@ En effet, grace a la
numérotation des composantes fortement connexes, nous savons que, si k < ¢, il n’existe pas d’arc
de C} vers Cy dans Hg( M) Dans ce cas, la matrice ¢ est nulle puisqu’elle résume les liens des
sommets de Cj vers ceux de Cy dans G(M). Si elle ne l'est pas, cela signifie qu'un sommet de Cj
est lié & un sommet de Cy par au moins un arc dans G(M), ce qui contredit le tri que nous avons
choisi. Si k > ¢, deux cas se présentent : il existe ou il n’existe pas un arc de Cy, vers Cy dans Hg(ar)-
Dans le second cas, comme C}, n’est lié & Cp par aucun arc dans Hg( M) alors la matrice ¢y est
nulle. Si elle ne l'est pas, alors un arc joint un sommet de Cj & un sommet de Cy dans G(M), ce qui
est impossible par hypothése. Dans le premier cas, il existe un sommet ¢ € Cj, et un sommet j € Cp
tels que ¢ est lié & j par au moins un arc dans G(M), ce qui signifie que (¢x )i j = ([M])i; > 0. On
en tire que la matrice ¢ ¢ est non nulle. Lorsque k = ¢, nous obtenons en fait une matrice naturelle
Chk = M,g de dimension #C}, résumant les liens entre les sommets de la composante fortement
connexe Cj dans G(M). Au final, nous avons

M 0 O -+ 0
x M, 0 - 0
PlMIP=| * * My - 0
ot chaque * désigne une matrice (pas forcément carrée) de dimension adéquate.
Considérons les sous-graphes Gi, k € {1,...,s}, de G(M) dont les sommets sont les éléments
de Cy et dont les arcs sont ceux de G(M) dont les extrémités se trouvent dans Cj. Pour chaque
ke {1,...,s} fixé, le graphe G}, est fortement connexe par définition des composantes fortement

connexes. La matrice d’adjacence de G étant M), cette derniére est irréductible vu la proposi-
tion [1.3.14] Ainsi, & une matrice de permutation prés, nous avons montré que [M] s’écrit sous la
forme d’une matrice triangulaire inférieure par blocs ol les blocs diagonaux sont irréductibles.

21. Remarquons que c’est ici que le choix de la numérotation des sommets intervient. En effet, si nous avions choisi
le tri topologique, alors, si k > ¢ (resp. k < {), la matrice ck,¢ est nulle (resp. peut étre non nulle). Dans ce cas, nous
obtenons une matrice triangulaire supérieure comme nous ’avions annoncé & la remarque
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Pour obtenir la forme voulue de la matrice M de départ, il suffit de reprendre la méme matrice
de permutation P et d’utiliser le lemme [I.3.7] et le corollaire [T.3-§] O

Remarque 1.3.23. En termes de graphe, les blocs diagonaux irréductibles de P~'MP corres-
pondent aux composantes fortement connexes du graphe G(M). Les blocs diagonaux nuls de di-
mension 1 de P~ M P correspondent aux sommets de G(M) qui n’appartiennent a aucun cycle. En
effet, les blocs diagonaux nuls de dimension 1 correspondent aux sommets isolés et sans boucle du
graphe G(M). Si un tel sommet appartient & un cycle, le cycle en question doit donc passer par
d’autres composantes fortement connexes. On crée dés lors des composantes fortement connexes
plus grosses, ce qui n’est pas autorisé. D’un autre c6té, si le graphe G(M) posséde un sommet qui
n’appartient a aucun cycle, ce sommet doit étre isolé et sans boucle et correspond & un bloc diagonal
nul de dimension 1 dans P~1MP.

Sur la diagonale de P~'MP, il y a donc deux types de blocs irréductibles : les blocs nuls de
dimension 1 et les blocs non nuls de dimension & € Ny. Nous avons déja caractérisé les blocs du
premier type. Les blocs du second type correspondent, quant & eux, soit a des sommets isolés avec
au moins une boucle, soit & un ensemble contenant au moins deux sommets et pour lequel deux
éléments quelconques parmi les siens sont fortement connectés dans G(M).

Cependant, il est possible que la matrice d’adjacence du graphe orienté posséde un bloc diagonal
nul de dimension k£ € N>y. Par exemple, si le graphe considéré est celui de la figure alors sa
matrice d’adjacence M est donnée par

o o oo
o O O O

1
1
0
1

O = =

Nous obtenons la forme voulue de M en prenant la matrice de permutation identité de dimension
4 et nous voyons qu’il y a effectivement un bloc nul de dimension 2 sur la diagonale de M. Dans
ce cas, puisque nous souhaitons avoir des blocs diagonaux irréductibles, nous devons considérer ce
bloc de dimension k comme k sous-blocs de dimension 1.

FIGURE 1.4 — Graphe ayant plusieurs sommets isolés et sans boucle.

Nous illustrons maintenant la proposition que nous venons de démontrer.

Exemple 1.3.24. Poursuivons 'exemple En choisissant ordre Cy, Oy, C3,Cy et lordre
naturel sur N au sein de chacun de ces ensembles, il existe une matrice de permutation P telle que

P~IMP est égal a

Cc; C2 Cs3 Cy
AN AN AN

Ch{
Cs
Cs{

Cy

S W 0N

O OO O =
— = O Ol =IO N
oo oo ~lowm
_ O RO O O
_ o O o O o O+
SO NO OO O Ww
O = =IO OO OO
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Les blocs situés sur la diagonale sont irréductibles puisqu’ils correspondent aux matrices d’adjacence
des composantes fortement connexes du graphe de départ (il s’agit du graphe de la figure . Ex-
plicitons la forme que la matrice P doit prendre. Nous savons que multiplier & gauche (resp. a droite)
par une matrice de permutation échange les lignes (resp. les colonnes) selon la permutation (resp. la
permutation inverse) associée a la matrice de permutation par laquelle on multiplie. Concrétement,
si nous notons ¢ la permutation associée & P, P~1M échange les lignes de M selon o~ tandis que
(P~'M)P échange les colonnes de P~'M selon o~!. Ici, nous souhaitons que I'ordre des sommets

de G(M) soit le suivant : 4, 2, 5, 7, 1, 3 et 6. Par conséquent, nous devons définir c~1 par

o l1)=4,0712) =2, 0713) =5, 0714) =7, 07 (5) =1, 071(6) =3 et o '(7) =6,

Ainsi, nous devons choisir

i

I
OO OO OO
OO O oo~ Oo
OO = OO OO
_ O O O o oo
OO O OO o
(=il el =]
O O OO oo

et nous pouvons vérifier, en utilisant par exemple le logiciel R ou le logiciel Sage, que P~'MP a la
forme précédente.

1.3.4 Notion de période d’'une matrice irréductible

Rappelons le second but de cette section : si M est une matrice carrée positive, nous voulons
montrer qu’il existe une matrice de permutation P de méme dimension que M et un naturel non
nul p pour lesquels P~ MPP est une matrice triangulaire inférieure par blocs oit les blocs diagonaux
sont soit primitifs, soit nuls de dimension 1. Comme annoncé dans I'introduction de cette section,
nous allons voir que la notion de période d’une matrice irréductible joue un réle important dans la
preuve du résultat. Cette sous-section est divisée en deux parties. Nous parlons tout d’abord de la
période d’une matrice irréductible au sens que nous allons tout de suite lui donner et nous illustrons
la recherche de cette période. Ensuite, nous démontrons 1’égalité des deux types de période, I'un
donné par le théoréme de Perron—Frobenius et ’autre donné dans la présente sous-section.

Définition 1.3.25. Soit M € R} une matrice positive. Pour tout i € {1,...,m}, ¢ est appelé état
de M. S'il existe N € Ny pour lequel (M%), ; > 0, la période de I'état i € {1,...,m}, notée per(i),
est le plus grand commun diviseur des entiers n > 1 pour lesquels (M™);; > 0. Si un tel entier N
n’existe pas, alors on pose per(i) = oo.

Remarque 1.3.26. Le plus grand commun diviseur d’un ensemble infini d’entiers
X:{.%'1<372<~--}QN
est le plus grand entier p € {1,2,...,x1} tel que, pour tout k € Ny, p divise z.

Remarque 1.3.27. La définition précédente est donnée en termes de matrice, mais elle posséde un
équivalent en termes de graphe@ Si M € R est une matrice positive, alors on fait correspondre
a M un graphe orienté Gjs ayant pour ensemble de sommets les états de M et il existe un arc de

22. Cette remarque provient de la page 79 de [26].
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i€ {l,...,m} vers j € {1,...,m} dans G si, et seulement si, M;; > 0. Par conséquent, pour
trouver la période d'un état i € {1,...,m} de M, on doit chercher le plus grand commun diviseur
de I'ensemble des entiers n pour lesquels il existe au moins un cycle de longueur n passant par le
sommet 7 dans Gjr. En fait, puisque le graphe G peut étre obtenu a partir du graphe G(M) en ne
gardant qu’un arc parmi les arcs multiples (s’ils existent), nous pouvons aussi opérer la recherche
de la période d'un état de M sur le graphe G(M).

Lorsqu’une matrice est irréductible, il est possible d’en dire plus sur la période de ses états@

Proposition 1.3.28. Soit M € R une matrice positive. Si M est irréductible, alors toutes les
périodes per(i) avec i € {1,...,m} sont identiques.

Par conséquent, il est licite de parler de la période d’une matrice irréductible au sens de la
définition [I.3:25] Nous pouvons dés lors donner la définition suivante.

Définition 1.3.29. Soit M € R une matrice positive et irréductible. Alors M est cyclique de
période p > 1 si per(i) = p pour tout i € {1,...,m}. Sinon, per(i) = 1 pour tout ¢ € {1,...,m} et
M est dit acyclique ou apériodique. Dans ce dernier cas, la période de M est 1.

Exemple 1.3.30. Soit M la matrice nulle de dimension m. Fixons i € {1,...,m}. Alors il n’existe
aucun naturel n € Ny tel que (M");; > 0. Dans ce cas, la période de n’importe quel état de M
est infinie. La matrice M est irréductible uniquement lorsque m = 1 et, dans ce cas, sa période est
infinie.

Exemple 1.3.31. Considérons la matrice

001 0O
20010
M=]10120 01
00100
10010

Le graphe G(M) associé a cette matrice est donné a la figure Grace a celui-ci, nous voyons que
deux sommets sont fortement connectés et que la matrice M est par conséquent irréductible. Pour
trouver la période de chaque état i € {1,2,3,4,5} de M, il faut regarder la longueur de chaque
cycle sur ce sommet i dans G(M). On voit que tous les cycles sont de longueur multiple de 3 et
que le plus petit cycle sur chaque sommet est de longueur 3. Par conséquent, per(i) = 3 pour tout
i€{1,2,3,4,5} et M est de période p = 3.

[

FIGURE 1.5 — Graphe G(M) associé a la matrice carrée positive M.

Nous pouvons deés lors remarquer le fait utile suivant.

23. Pour une preuve, voir par exemple [26] & la page 80.
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Remarque 1.3.32. Soit M € R une matrice positive et irréductible. Alors [M] est elle aussi
irréductible par le corollaire [I.3.8] et la recherche de sa période a bien un sens. Pour tout n € N,

{ ([M1™)ij =0 (M");; =0,
([M]")ij >0 (M");; >0

par le lemme Par conséquent, les matrices M et [M] ont la méme période au sens de la
définition [.3.29

Il est alors possible de démontrer les deux résultats Suivants@. Le premier résultat montre que,
pour une matrice positive, irréductible de période p > 1 et non nulle, & partir d’un certain moment,
tous les multiples de p sont rencontrés comme longueur de cycle sur un sommet dans le graphe
correspondant a la matrice en question. Le second caractérise la période des matrices primitives.

Proposition 1.3.33. Soit M € R} une matrice positive, irréductible de période p > 1 au sens de
la définition et différente de (0)1x1. Pour tout état i € {1,...,m} de M, il existe un entier
N; € N tel que, pour tout n > N;, (M™);; > 0.

Proposition 1.3.34. Une matrice positive irréductible est acyclique si, et seulement si, elle est
primaitive.

A ce stade, le lecteur peut se demander si les deux notions de période, celle donnée par le
théoréme de Perron—Frobenius et celle définie précédemment, coincident. En fait, elles sont heureu-
sement égales comme nous allons le montrer un peu plus loin. Avant de pouvoir affirmer qu’elles le
sont, nous établissons deux lemmes.

Lemme 1.3.35. Soit M € R}, une matrice positive, irréductible de période p > 1 au sens de la
définition et différente de (0)1x1. A une matrice de permutation prés, M peut s’écrire sous
la forme

0 B 0 .- 0
0 0 By - 0
0 0 0 - By,
Byy 0 0 - 0
ot les blocs By, avec r € {0,...,p — 1} sont des matrices positives (pas forcément carrées), de

dimension adéquate et non nulles.

Démonstration. Sip =1, le lemme est démontré. Nous pouvons donc supposer ne pas étre dans ce
cas. En particulier, il ne peut pas exister de boucle au sein du graphe G(M). Puisque la matrice
M est irréductible, on sait qu’il existe un chemin dans G(M) entre le sommet@ 1 et le sommet
j €{1,...,m} et ce, pour tout j. Pour tout sommet j € {1,...,m}, considérons un chemin liant 1 &
j de longueur minimalelﬂ dans G(M) et notons k; cette longueur. Considérons alors les ensembleslﬂ

Co={je{l,....m} |k;=0 (modp)}, ..., Co1={je{l,....m} |kj=p—1 (modp)}.

Nous allons tout d’abord montrer que ces ensembles forment une partition de {1,...,m}.

24. Voir [26] aux pages 81 et 82.

25. 1l peut sembler que le sommet 1 joue un roéle particulier dans cette preuve, mais il n’en est rien. En effet, le
lemme 1.4 a la page 19 de [31] stipule que les ensembles obtenus ne dépendent pas du choix du sommet initial et que
le choix d’un autre sommet initial permute 1'ordre des ensembles. Voir I’annexe [A| pour s’en convaincre.

26. Un algorithme permettant de trouver efficacement les plus courts chemins est celui de Dijkstra : voir [20] a la
page 25. Il est possible d’obtenir plusieurs chemins de longueur minimale. Dans ce cas, nous en choisissons un.

27. Dans [31], auteur donne une autre définition des ensembles C,. avec r € {0,...,p — 1}. Elle est basée sur le
troisiéme point du théoréme de Perron—Frobenius. Comme nous n’avons pas encore démontré ’équivalence entre les
deux notions de période, nous préférons la caractérisation donnée ici.
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Les ensembles C, sont deux a deux disjoints. Pour tout j € {1,...,m}, k; est unique et
il existe un unique r € {0,...,p — 1} tel que k; =r (mod p), i.e. j € C,.
Les ensembles C, avec r € {0,...,p — 1} sont tous non vides. Nous savons déja que

Cy # 0 puisque 1 € Cy. Nous avons

M irréductible < [M] irréductible <  G([M]) est fortement connexe
——
=G(M) par déf.

< G(M) est fortement connexe

ou la deuxiéme équivalence est obtenue parce que [M] est a coefficients naturels. Puisque G(M)
est fortement connexe@ nous savons qu’il existe un cycle dans G(M ) passant par chaque sommet
de G(M). Considérons maintenant un cycle sur 1 dans G(M) de longueur strictement positive et
minimale. Par définition de la période, nous savons que ce cycle est de longueur np pour n € Ny
et donc au moins de longueur p. Par minimalité de la longueur du cycle, il passe par np sommets
différents. En effet, si un sommet se répéte dans le cycle, on peut alors trouver un cycle plus court
sur 1 dans G(M), ce qui contredit la minimalité du premier cycle. En empruntant ce cycle, nous
pouvons trouver un sommet j; € {2,...,m} qui se trouve a distance 1 du sommet 1. Ensuite,
nous pouvons trouver un sommet jo € {2,...,m} avec jo # j1 qui se trouve & distance 2 de 1. En
continuant de la sorte et puisque np > p, nous pouvons trouver p sommets deux a deux distincts
qui se situent a distance respective 0,1,...,p — 1 de 1. On en tire alors que C, # () pour tout
ref0,...,p—1}.

Partition. Avec les deux points précédents, nous sommes en mesure d’affirmer que les ensembles
Cy avec r € {0,...,p — 1} forment une partition de ’ensemble {1,...,m}.

Arc entre deux ensembles C, et C,.. Nous allons maintenant montrer que, s’il existe un arc
entre les ensembles C,. et Cyv avec r,1’ € {0,...,p — 1} dans G(M), i.e. s'il existe i € Cy et j € Cp
tels que i est lié & j par un arc dans G(M), alors ' = r + 1 (mod p). Supposons que de tels i, j
existent. Puisque M est irréductible, nous savons qu'’il existe un chemin de j vers 1 dans G(M).
Notons-le ¢ et k sa longueur. Puisque j € C,s, nous savons que 1 est lié¢ & j par un chemin ¢ de
longueur k; dans G(M). La situation est décritelﬂ a la figure

FIGURE 1.6 — Arc entre deux ensembles C,. et C,..

Par conséquent, en empruntant le chemin ¢ suivi du chemin ¢, on obtient un cycle de longueur
kj + k sur 1 dans G(M). Par définition de la période, on en tire que

k+kj=0 (modp) =k=-—r" (modp).

Maintenant, comme ¢ € C,., nous savons qu’il existe un chemin ¢’ de longueur k; de 1 vers ¢ dans
G(M). Cette situation est illustrée a la figure|1.6b, En empruntant le chemin ¢, puis I'arc de i vers

28. Les sommets appartenant & un cycle maximal, i.e. un cycle auquel on ne peut adjoindre de nouveaux sommets,
constituent une composante f. connexe. Ainsi, un multi-graphe orienté G est f. connexe si, et seulement si, il existe
un cycle passant par chaque sommet de celui-ci. Consulter la page 24 de [26].

29. Nous prenons la convention suivante dans tout ce travail : les arcs sont représentés par des fléches classiques,
alors que les chemins de longueur plus grande ou égale & 2 sont symbolisés par des fleches ondulées.
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j et enfin le chemin ¢, nous obtenons un cycle de longueur k; + 1+ k sur 1 dans G(M). En utilisant
encore une fois la définition de la période, on voit que

ki+14+k=0 (modp) =r+1-r"=0 (modp) =r'=r+1 (modp).

Conclusion. En choisissant 'ordre naturel sur N au sein de chaque ensemble C) avec
r € {0,...,p — 1}, alors nous pouvons réarranger les sommets 1,...,m de G(M) selon l'ordre
Co,...,Cp_1 de sorte qu'il ne peut exister d’arcs que de C,. vers Cp41 pour 7 € {0,...,p— 2} et de
Cp—1 vers Cpy dans G(M). Par conséquent, il existe une matrice de permutation P telle que

Co C1 Cy -+ Cpa

0 B, 0 - 0 Co

0 0 B} - 0 Ch

P M|P = : S : :

0 o o0 -- Z’,_Q Cp—2

1/? 4. 0 0o --- 0 Cp1
ou les blocs Bl avec r € {0,...,p — 1} sont des matrices naturelles (pas forcément carrées), de
dimension adéquate et non nulles. Si un des blocs B avec r € {0,...,p — 1} est nul, alors la

« grosse » ligne 7 correspondant & ce bloc B.. dans la matrice P~1[M]P est nulle. Cela signifie que
les sommets de C; ne sont liés a aucun autre sommet de G(M) et la matrice [M] n’a aucune chance
d’étre irréductible, ce qui contredit I'hypothése. En ce qui concerne la matrice M de départ, il suffit
de reprendre la méme matrice de permutation P. ]

[lustrons ce lemme.

Exemple 1.3.36. Reprenons 'exemple[I.3.31] Puisque p = 3, nous devons déterminer les ensembles
Cy,C1,Cs. Tout d’abord, par définition, 1 € Cy. Puisque 1 est lié 4 3 par un arc, k3 = 1 et donc
3 € (. Ensuite, puisque 1 est lié & 2 et & 5 par un chemin de longueur 2, ko = k5 = 2 et donc
2,5 € (5. Enfin, on voit que 1 est lié a 4 par un chemin de longueur 3. Ainsi, ky = 3 et 4 € Cj. Au
total, Cp = {1,4}, C1 = {3} et Cy = {2,5}. Par conséquent, si nous choisissons 1'ordre Cjy, Cy, Co
et 'ordre naturel sur N au sein de chacun de ces ensembles, nous permutons simplement 2 et 4. En
prenant comme matrice de permutation la matrice

1 0000
00010
P=]100100],
01000
00001
alors la matrice P~1M P est égale &
Co C1 (o
AN
1 4325
1 0 0[1]0 0
00{4 0 0/1/0 0
ci{ 3 0001 1
02{2 2 1]0 0 0
5 1 10 00

et a bien la forme prescrite par le lemme précédent avec les blocs positifs non nulslﬂ

30:(1)31:(1 1)6‘532:(? 1)

30. Ici, les blocs sont méme strictement positifs, mais ce n’est pas toujours le cas. Voir I'exemple a la page 20 de
[31].
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Nous établissons maintenant le second lemme utile pour conclure & 1’égalité des périodes.

Lemme 1.3.37. Soit M € R} une matrice positive, irréductible de période p > 1 au sens de la
définition et différente de (0)1x1. A une matrice de permutation prés, MP est une matrice
diagonale par blocs et ces blocs sont des matrices carrées pm’mz’tz’veslﬂ.

Démonstration. Tout d’abord, si p = 1, le lemme est démontré puisque la matrice irréductible est en
fait primitive par la proposition [[.3:34] Nous pouvons donc supposer que p > 1. Reprenons ensuite
les notations de la preuve du lemme [1.3.35] Nous savons que les ensembles

Co={je{l,....m} |k;=0 (modp)}, ..., Cho1={je{l,....m} |kj=p—1 (modp)}.

sont tous non vides, disjoints deux & deux et forment une partition de I’ensemble {1,...,m}. Nous
montrons tout d’abord trois résultats qui permettent d’obtenir la forme matricielle souhaitée pour
la matrice plafond. La derniére partie de la preuve consiste & montrer que nous avons aussi cette
forme pour la matrice M de départ.

Longueur des chemins entre le sommet 1 et un sommet de C,. Si j € C, avec
r €40,...,p— 1}, alors toutes les longueurs des chemins dans G(M) joignant 1 & j sont congrues a
r modulo p. En effet, supposons disposer d’un chemin de 1 vers j (il en existe au moins un puisque
M est irréductible). Notons-le ¢ et k sa longueur. Comme M est irréductible, on sait qu’il existe un
chemin liant j & 1 dans G(M). Notons-le ¢’ et &k’ sa longueur. La situation envisagée est reprise a la
figure Grace a la preuve du lemme nous savons que k¥’ = —r (mod p). En empruntant le
cycle sur 1 construit sur les chemins ¢ et ¢ dans G(M), on obtient k+ %" =0 (mod p) par définition
de la période, ce qui implique que k = —(—r) (mod p).

Cc

C/

F1GURE 1.7 — Chemins entre les sommets 1 et j.

Longueur des chemins au sein d’un ensemble C,. Nous allons maintenant montrer qu’au
sein de chaque ensemble C, avec r € {0,...,p— 1}, les sommets sont liés par des chemins de
longueur multiple de p dans G(M). Fixons r € {0,...,p — 1}. Soient 7,5 € C,. Par irréductibilité
de M, on sait qu'il existe au moins un chemin de ¢ vers j dans G(M ). Notons-le ¢ et k sa longueur.
Dans G(M), considérons un chemin ¢’ joignant 1 a ¢ dont la longueur est égale a k;. La situation
dont nous parlons est donnée a la figure Le chemin construit sur ¢ et ¢ joignant 1 & j et passant
par i est de longueur k + k;. Par le paragraphe précédent et puisque j € C,, k+r = r (mod p).
Ceci montre que k est un multiple de p.

F1GURE 1.8 — Chemins entre les sommets 1, ¢ et j.

31. En fait, nous pouvons en dire un peu plus sur les blocs primitifs diagonaux : ils sont obtenus comme une
permutation cyclique des facteurs du produit Bg---Bp—1 ou les blocs By, r € {0,...,p — 1} sont les blocs du
lemme @ Ceci est expliqué dans I'annexe E}
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Chemins de longueur multiple de p entre deux ensembles C, et C, distincts. Eta-
blissons qu’il n’y a pas de chemin de longueur multiple de p entre deux ensembles distincts dans
G(M). Soient r,r" € {0,...,p— 1} avec r # . Prenons i € C,. et j € C,.. Supposons qu’il existe
un chemin ¢ de longueur k = np avec n € N liant ¢ & j dans G(M). Considérons un chemin ¢’ de
longueur k; joignant 1 a i dans G(M). En fait, il s’agit de la méme situation que celle décrite a la
figure En empruntant ¢’ suivi de ¢, nous trouvons un chemin joignant 1 & j et passant par i
de longueur k; + np dans G(M). Comme j € C,, nous savons que r +np = 1’ (mod p), ce qui est
impossible.

Forme matricielle diagonale par blocs pour la matrice plafond. En ne considérant
maintenant plus que les chemins de longueur p dans G(M), nous obtenons un nouveau graphe orienté
G dont la matrice d’adjacence est [M]P. En fait, nous savons que ([M]P); ; compte exactement le
nombre de chemins de longueur p dans G(M) de ¢ vers j pour tous i,j € {1,...,m}. De plus, si i
est lié & j par un chemin de longueur np avec n € N dans G(M), alors i est lié¢ & j par un chemin
de longueur n dans G. Grace au paragraphe précédent, nous voyons que deux sommets appartenant
a des ensembles C, différents avec r € {0,...,p — 1} ne peuvent étre liés par un arc dans G, i.e. il
n’existe pas de chemin de longueur p dans G(M) entre deux sommets appartenant & des ensembles
C, différents avec r € {0,...,p — 1}. Par conséquent, s’il existe un arc entre deux sommets 7 et j
dans G, ces deux sommets appartiennent forcément au méme ensemble C,, r € {0,...,p — 1}.

Ainsi, si nous réarrangeons les sommets de G(M) selon 'ordre Cyp, . ..,Cp—1 en prenant l'ordre
naturel sur N dans chacun de ces ensembles, il existe une matrice de permutation P telle que

Co C1 - Cp
Ly 0 --- 0 Co
P_I[MVP: o Ly -- 0 Ch
o o --- L;,,l Cp—1
ou les blocs L, r € {0,...,p— 1}, sont des matrices naturelles de dimension #C, telles que

(L))ij = ([M]P);; = n € N pour 4,5 € C, si, et seulement si, il a y n chemins différents de
longueur p de i vers j dans G(M).

Nous allons maintenant montrer que les blocs L. avec r € {0,...,p — 1} sont primitifs. Fixons
r € {0,...,p—1}. Procédons en deux temps et montrons tout d’abord que L est irréductible.
Soient i, j € C,. Nous devons trouver un entier k¥ € N tel que ((L.)*);; > 0. On a

(L)%)ig = (TMTP)5)s

pour tout k& € N. Comme M est irréductible, on sait qu'’il existe au moins un chemin dans G(M)
de i vers j. Comme i,j € C,, nous avons montré au troisiéme paragraphe de cette preuve que ce
chemin est de longueur multiple de p, disons de longueur np avec n € N. Par conséquent, pour ce
naturel n, on a

(L)")ig = ([M1P)")ij = ([M]™) 5 > 0.

On en conclut que k = n convient et que L/ est irréductible. Démontrons maintenant que la période
de cette matrice est égale a 1 car alors, vu la proposition on sait que L/ est primitif. Soit
i € Cr. Comme la période de M est p, celle de [M] est aussi p grace a la remarque Dans ce
cas, par la proposition nous savons qu’il existe N; € N tel que, pour tout n > N;,

((Lr)")ii = ([M1P)")ii > 0.
Donc, il existe £ > N; tel que

((L3)")iq > 0 et (L) Fh);: > 0.
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La période de chaque état i € C, est égale a 1 puisque pged{¢,¢+ 1} = 1. On en déduit que L/ est
de période 1. Au total, nous avons démontré qu’a la matrice de permutation P prés, [M|P est une
matrice diagonale par blocs primitifs.

Forme matricielle diagonale par blocs pour la matrice de départ. Si M est a coefficients
naturels, la preuve se termine puisque [M| = M. Par contre, si M n’est pas a coefficients naturels,
nous devons encore démontrer que P~'MPP a la forme attendue. Notons ¢ la permutation associée
a la matrice P. Grace au lemme nous savons que, pour tous i,j € {1,...,m},

(PTHMIPP)i; = ([M1P)g-1(3),0-1(5) = 0 & (P MPP)ij = (MP)g-1() o-1(5) = 0.

Par conséquent, P~'[M]PP et P~*MPP ont la méme forme, & savoir

Co C1 -+ Cpy
Ly 0 - 0 Co
P lmrp = 0 Ly --- 0 C
0 0 - Ly Cp—1
ou les matrices L, r € {0,...,p — 1}, sont des matrices carrées positives. Pour achever la preuve,
il reste & démontrer que les matrices L,, r € {0,...,p — 1}, sont primitives. Pour cela, il suffit de
procéder en deux temps comme précédemment : on fixe r € {0,...,p — 1} et on peut montrer que
L, est irréductible en utilisant le lemme [1.3.7] puis on prouve que la période de L, est 1. O

Remarque 1.3.38. Reprenons les notations de la preuve du lemme précédent. Nous affirmons
que les longueurs des chemins dans G(M) liant un ensemble C, & un autre ensemble C,/ avec
r,r’ € {0,...,p— 1} et r # r’/ sont congrues a ' — r modulo p. En effet, soient r,7' € {0,...,p — 1}
avec r # 1’ et i € Cy et j € Cpr. Notons ¢ un chemin de longueur k; liant 1 a ¢ dans G(M). Puisque
M est irréductible, nous savons qu’il existe au moins un chemin de ¢ vers j dans G(M). Notons-le
d et k sa longueur. Nous savons aussi qu’il existe un chemin ¢” de j vers 1 dans G(M) et que sa
longueur est congrue a —r’ modulo p. Cette situation est donnée a la figure Nous créons un
cycle sur 1 dans G(M) et, par définition de la période, nous en tirons que k =’ —r (mod p).

FIGURE 1.9 — Chemins entre les sommets 1, 7 et j.

[llustrons le lemme précédent.

Exemple 1.3.39. Continuons I'exemple [1.3.36] La matrice P~ M3P est égale a

Co C1 (o

AOSNASN AN
14325

1 3 2/0/0 0
00{4 3 2/0/0 0
{3 0 0[5/0 0
2 0 0[0[3 3
02{5 0 0[(0]2 2
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et le graphe associé a M3 est donné par la figure [1.10l Nous voyons que P 'M3P est bien une
matrice diagonale par blocs primitifs, conformément au lemme [I.3:37]

FIGURE 1.10 — Graphe G(M?3) associé a la matrice carrée positive M3.

Nous sommes enfin préts & démontrer 1’égalité des deux notions de périodelfl

Proposition 1.3.40. Soit M € R}, une matrice positive et irréductible. Alors les deuzx notions de
période coincident, i.e. ppy = p st nous notons pys la période de Perron—Frobenius de M et p la

période au sens de la définition |1.5.29

Démonstration. Si M = (0)1x1, alors les deux notions de période coincident par définition. Si M
est primitif, nous savons que p = 1 = pjs par le théoréme de Perron—Frobenius. Nous pouvons donc
supposer que M # (0)1x1 et que M n’est pas primitif.

Propriété intermédiaire. L’entier pjys est le plus petit naturel n non nul vérifiant la propriété
P(n) suivante : toute valeur propre de M"™ différente de p(M)" est de module strictement inférieur
a p(M)™. Montrons tout d’abord que P(pys) est vrai. Par le théoréme de Perron—Frobenius, nous
savons que les valeurs propres de M de module maximal égal & p(M ) sont exactement les complexes

2irm

p(M)ern (L6)

avec r € {0,...,py — 1}. Par un résultat d’algébre linéaire, nous savons également que les valeurs
propres d’une puissance naturelle d’'une matrice carrée sont exactement les puissances correspon-
dantes des valeurs propres de la matrice de départlfl Si B est une valeur propre de MPM | alors il
existe une valeur propre o de M telle que 8 = oM. Il y a maintenant deux possibilités pour le
module de cette derniére valeur propre : |a| = p(M) ou |a| < p(M). Dans le premier cas, la valeur
propre « s’écrit sous la forme pour un naturel r € {0,...,py — 1} et § = aPM = p(M)PM. On
voit donc que chaque valeur propre du type avec 7 € {0,...,py — 1} ne donne qu’une seule
valeur propre (réelle) pour MPM 4 savoir p(M)PM. Dans le second cas, nous avons

o] < p(M) = |afP < p(M)PM = [aPM] < p(M)PM = |B] < p(M)PM.

On en conclut que MPM posséde une unique valeur propre (réelle) de module maximal, & savoir

p(M)PM et que P(pas) est vrai. Nous affirmons maintenant que pys est le plus petit naturel n non

nul ayant cette propriété. En effet, procédons par I’absurde et supposons qu’il existe n € Ny pour
2im

lequel P(n) est vrai et tel que n < pps. Comme pys > 1, nous savons que p(M)ePnm est une valeur

2inm
propre de M par le théoréme de Perron—Frobenius. Par conséquent, p(M)™ et p(M)™e?m sont

32. La démonstration de ce résultat est inspirée de [28].
33. Voir [23] a la page 234.
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deux complexes distincts, tous deux valeurs propres de M"™ et de méme module. Dans ce cas, P(n)
est mis en défaut, d’ott une contradiction.

Nous avons pps < p. Nous montrons tout d’abord que P(p) est vrai. Par le lemme
nous savons qu’il existe une matrice de permutation P telle que P~1MPP = diag(Ry, ..., Ry—1) ol
les p blocs diagonaux sont des matrices primitives. Par la proposition [I.2.4] nous savons que

p—1
Spec(MP) = Spec(P*MPP) = U Spec(R;).
j=0

Par conséquent, p(M )P = maxo<;<p—1 p(R;). Maintenant, si 5 est une valeur propre de M? différente
de p(M)P, il existe k € {0,...,p — 1} tel que 8 € Spec(Ry).

(i) Sip(Rk) < maxo<j<p—1 p(R;), nous avons

18] < p(Ri) < | max  p(R;) = p(M)".

(77) Si p(Ry) = maxg<j<p—1 p(Rj), le théoréme de Perron-Frobenius affirme aussi que

Bl < p(Rk) = max p(R;) = p(M)P.

0<j<p-1

Ainsi, P(p) est vrai. Vu la minimalité de pjs établie plus haut, on en conclut que pas < p.

Nous avons pps > p. Soit P une matrice de permutation de dimension m telle que P~'MP a
la forme prescrite par le lemme . Soient o € Spec(P~'MP) et 7 un vecteur propre non nul de
valeur propre a de P~ M P. Ce vecteur peut étre cassé en p sous-vecteurs 975, ... ,m de sorte que,
pour tout j € {0,...,p—1}, 37; est de dimension #C’; X 1 ou I’ensemble C; provient du lemme
Vu la forme particuliére de P~ M P donnée dans ce lemme et puisque (P~!1M P)? = a?,

Bj_ls?; = ax;_{ pour tout j € {1,...,p— 1} et Bp_lfv_g = QTp_i.
. . e . _ 2ijn
Maintenant, considérons le vecteur 7 défini & partir du vecteur 7 en remplacant x; par e » ]
pour tout j € {0,...,p — 1}. Comme 7 est non nul, 7 I’est aussi et nous obtenons

(PIMP)Y] =e 7 a7

puisque, pour tout j € {1,...,p — 1}, nous avons
2ijm 2ijm 2ijm i 2i(j—1)m
Bj_ier x_; =e P (Bj_lfjk) =er arj_i=er ae P Tj |

et

ﬁ Ll Z2AF 70
B, 1y =ax,_1=er ae P I, 1.

2im
On en déduit que e » « est une valeur propre de P~1MP. Ainsi, pour n’importe quelle valeur
2irT

propre a € C de P"'M P, les complexes ace » sont encore valeurs propres de P~1M P pour tout
r € {0,...,p— 1}. Grace a la proposition nous en tirons que, pour toute valeur propre a € C

2irm
d’une matrice irréductible M de période p, les complexes e P sont encore valeurs propres de M
pour tout r € {0,...,p —1}. Par conséquent, 'ensemble des valeurs propres de M est invariant sous

29T
la transformation complexe z — ze » . Or le théoréme de Perron—Frobenius affirme que M posséde
exactement pys valeurs propres de module maximal égal & p(M). Par conséquent, pys > p. O
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1.3.5 Seconde forme pour les matrices carrées positives

Avant de pouvoir passer & la seconde proposition énoncée dans l'introduction de cette section,
nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.3.41. Soit M € R} une matrice positive. Si M est primitif, alors M™ est primitif pour
tout n € Ny.

Démonstration. Supposons que M est primitif et considérons n € Ny. Par la proposition [1.2.13
il existe N € Ny tel que M* > 0 pour tout k > N. Puisque nN > N > 0, on en déduit que
(M™)N = MmN > 0, O

Nous pouvons passer a la preuve du second résultat annoncé dans l'introduction de cette section.
Comme nous allons le voir, il permet, en un sens, d’étendre la notion de période aux matrices
réductibles.

Proposition 1.3.42. Soit M € R une matrice positive. Alors il existe une matrice de permutation
P de dimension m et un entier p strictement positif tels que P~YMPP est une matrice triangulaire
inférieure par blocs ot les blocs diagonauz sont soit primitifs, soit nuls de dimension 1.

Démonstration. On distingue trois cas selon la nature de la matrice M.

Cas de la matrice nulle de dimension 1. Si M = (0);x1, le résultat est vérifié pour tout
p € Ny et 'unique matrice de permutation de dimension 1 est l'identité (1);x1. Dans ce cas, la
matrice MP ne comporte qu’'un seul bloc nul de dimension 1 (sur sa diagonale).

Cas d’une matrice irréductible non nulle. Si M est une matrice irréductible différente
de (0)1x1, alors le lemme permet de conclure en prenant pour p € Ny la période de M.
Remarquons, dans ce cas, que nous avons une matrice diagonale par blocs primitifs.

Cas d’une matrice réductible. Si M est réductible, nous savons, par la proposition
qu’il existe une matrice de permutation P de dimension m telle que

My 0 o --- 0
* My O -+ 0
PP = * * My -+ 0
* * x o0 My
ot les blocs diagonaux My, ..., M, sont des matrices carrées irréductibles. Pour tout n € N,

MPFO 0 - 0

« MP 0 - 0

PM"P =P 'MP) = | * o+ MF - 0

Si My =---= M= (0)1x1, alors il est clair que les blocs (M7)",..., (Ms)™ sont eux aussi nuls

de dimension 1 pour tout n € Ng. En particulier, en prenant comme matrice de permutation la
matrice P, nous avons le résultat annoncé dans ’énoncé pour tout p € Np.

Nous pouvons donc supposer qu’il existe au moins un bloc diagonal irréductible différent de
(0)1x1. Pour chaque bloc M; # (0)1x1 irréductible avec i € {1,..., s}, nous notons pyy, la période
de la matrice M;. Par le lemme [I.3:37] nous savons qu'’il existe une matrice de permutation P
de dimension égale a celle de la matrice M; telle que la matrice Pfl(Mi)pMi P; est une matrice
diagonale par blocs primitifs. Considérons un entier p non nul et multiple de chacune des périodes
définies précédemment, par exemple le plus petit commun multiple de celles-ci. Dans ce cas, si M;
est un bloc irréductible différent de (0)1x1 avec i € {1,...,s}, alors, en utilisant le lemme
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nous savons que Pfl(Mi) P; est une matrice diagonale par blocs primitifs. Définissons une nouvelle
matrice de permutation P’ de dimension m par

P 0 0 - 0
0O P, O -+ 0
P = 0o 0 P -~ O
o o o - P
ou
P { b si M; est un bloc irréductible différent de (0)1x1,
! (D)1x1 si M; = (0)1x1
pour tout i € {1,...,s}. Il s’agit effectivement d’une matrice de permutation car P’ est une matrice

diagonale par blocs ot les blocs diagonaux sont des matrices de permutation. On en tirelﬂ donc que

(P))"'MPP] 0 0 . 0
s (P~ 1ML P} 0 e 0
Plp-lypPpP = * * (P3)~'MEP; - 0
* * * s (PHTIMEP!
M, 0 0 - 0
« M, 0 - 0
— « o« M - 0

oul t > s puisqu’un bloc diagonal irréductible différent de la matrice (0);x; peut donner naissance
a plusieurs blocs primitifs. De plus, par construction, les blocs M/ avec i € {1,...,t} sont soit nuls
de dimension 1, soit primitifs. Finalement, si P (resp. P’) est associé a la permutation o (resp. o’),
(PP')~! est associé & la permutation (¢/00) ™! = (0) " 1o(c’)~L. Puisque P'~' P~! est aussi associé &
la permutation (o) o (0’)7!, on en déduit que (PP")~! = P'~1P~! 4 cause de la bijection existant
entre les matrices de permutation de dimension m et les permutations de ’ensemble {1,...,m}. En
prenant la matrice de permutation PP’ de dimension m, nous obtenons la conclusion. O

Si M est une matrice irréductible différente de (0)1x1, la preuve précédente montre que l'en-
tier p = ppr convient. Par conséquent, nous pouvons étendre la notion de période aux matrices
réductibles de la fagon suivante.

Définition 1.3.43. Si M est une matrice positive et réductible, le plus petit entier p strictement
positif ayant la propriété décrite dans la proposition précédente est appelé la pém’odelﬁ de la matrice
M et noté pyy.

Exemple 1.3.44. Poursuivons I'exemple [1.3.24] Notons

11

021
) 0>,M3:(0) et My=|( 0 0 1
100

M1:(1),M2:<

34. 11 suffit de se rappeler que le produit de deux matrices diagonales par blocs (ou les blocs correspondants ont
méme dimension) est égal & la matrice diagonale par blocs dont chaque bloc diagonal est le produit des blocs diagonaux
correspondants. Par conséquent, I'inverse d’une matrice diagonale par blocs (inversibles) est la matrice diagonale par
blocs dont chaque bloc diagonal est I'inverse du bloc correspondant.

35. En général, la période d’une matrice réductible est une notion différente de celle donnée ici. Voir [20] a la page
126.
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les quatre blocs irréductibles obtenus & cet exemple. Alors M est trivialement primitif. De plus, au
vu de 'exemple My est aussi primitif. Enfin, (My)> > 0 et My est donc primitif. On en tire
que pys; = 1 pour tout ¢ € {1,2,4} en utilisant la proposition En utilisant le lemme
pour tout p € Np, la matrice P~ MPP est une matrice triangulaire inférieure par blocs ot les blocs
diagonaux sont soit primitifs, soit nuls de dimension 1, ce qui est conforme & la proposition
Nous avons donc aussi que pys = 1.

1.4 Conséquences

Cette section est consacrée & quatre conséquences importantes des résultats établis jusqu’a pré-
sent. La premiére montre que, dans le cas d’une matrice carrée positive M, le réel p(M) est une
valeur propre de M. La deuxiéme concerne la forme diagonale par blocs primitifs que prend, & une
matrice de permutation prés, une puissance adéquate d’une matrice carrée M positive, irréductible
et différente de (0)1x;. Elle montre que les rayons spectraux des blocs diagonaux primitifs sont
tous égaux a la puissance correspondante du rayon spectral de la matrice M. La troisiéme consé-
quence montre que le réel p(M) est plus grand ou égal & 1 si la matrice carrée M est a coefficients
naturels et primitive. Enfin, la derniére donne un résultat similaire au point (v) du théoréme de
Perron—Frobenius, mais dans le cas irréductible (différent de (0)1x1). Pour achever cette section,
nous donnons un résumé de nos avancements en assemblant certains résultats précédents.

1.4.1 Premiére conséquence

La premiére conséquence découle directement du théoréme de Perron—Frobenius et des propo-
sitions [[.2.4] et [[.3:22] Nous verrons qu’elle permet d’étendre la notion de valeur propre dominante
aux matrices réductibles.

Théoréme 1.4.1. Si M € R est une matrice positive, alors p(M) est une valeur propre de M.

Démonstration. Si la matrice M est irréductible et différente de (0)1x1, le résultat est direct par
le point (i) du théoréme de Perron—Frobenius. Si M = (0)1x1, le résultat est tout aussi direct.
Supposons que M est réductible. Par la proposition nous savons qu’il existe une matrice de
permutation P de dimension m telle que P~'M P est une matrice triangulaire inférieure par blocs
ott les blocs diagonaux M, ..., M sont irréductibles. Vu la forme de la matrice P~1M P,

Spec(M) = Spec(P™1MP) = U Spec(M;)
i=1

ol la premiére égalité est obtenue via la proposition Par définition du rayon spectral p(M) de
M, il existe ¢ € {1,...,s} et A € Spec(M;) tels que p(M) = |A|. Or nous savons que p(M;) est une
valeur proprelﬂ de M;. Vu I’égalité des spectres, nous en tirons que p(M;) est une valeur propre de
M. Par définition du rayon spectral p(M) de M, on voit que

[p(M;)] = p(M;) < p(M)
et, par définition du rayon spectral p(M;) de M;, nous savons que
p(M) = [A| < p(M;)

puisque A est une valeur propre de M;. Au total, on voit que p(M) = p(M;). On en tire que p(M)
est aussi une valeur propre de M. O

36. Si M; est irréductible et différent de (0)1x1, le point (7) du théoréme|1.2.22| permet de conclure. Si M; = (0)1x1,
la remarque @ donne le résultat.
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Grace a ce théoréme, nous pouvons généraliser la notion de valeur propre dominante aux matrices
carrées positives et réductibles.

Définition 1.4.2. Soit M € R} une matrice positive et réductible. Par définition du rayon spectral,
si @ € C est une valeur propre de M, alors |a| < p(M). Nous voyons donc que toute valeur propre
a € C de M vérifie |af < p(M). Pour cette raison et grace au théoréme précédent qui affirme
que p(M) est une valeur propre de M, la valeur propre p(M) de M est appelée la valeur propre
dominante ou encore valeur propre de Perron (ou de Perron—Frobenius) de M, en extension de la
valeur propre dominante du début du chapitre.

Encore une fois, puisque les morphismes et les matrices sont liés, nous pouvons donner une
définition similaire en ce qui concerne les morphismes.

Définition 1.4.3. Soit f : ¥* — X* un morphisme réductible. Puisque la matrice d’incidence Mat s
de f est positive et réductible, la valeur propre p(f) = p(Maty) de f est appelée la valeur propre
dominante de f grace au théoréme [1.4.1

Avant de passer a la deuxiéme conséquence de cette section, nous illustrons le théoréme

Exemple 1.4.4. Considérons le morphisme f : {0,1,2,3,4,5,6}* — {0,1,2,3,4,5,6}* défini par
f(0) =5, f(1) = 1245, f(2) = 00, f(3) = 134, f(4) = 1, f(5) = 02 et f(6) = 05. Sa matrice
d’incidence est donnée par la matrice M de I'exemple [I.3.15] et est réductible. En utilisant le logiciel
R ou le logiciel Sage on voit que p(f) = p(M) = # est bien une valeur propre de M.

1.4.2 Deuxiéme conséquence

Ce résultat est une conséquence du théoréme de Perron—Frobenius et des lemmes[1.3.35] et [1.3:37]
Avant de passer a son énoncé, nous définissons trois comparaisons asymptotiques.

Définition 1.4.5. Soient f et g deux fonctions définies sur les naturels et a valeurs réelles. Nous
supposons tout d’abord que toutes les notations introduites ici sont valables lorsque n € N tend
vers +0o. Nous dirons que f est en petit o de g, ce que nous notons f(n) = o(g(n)), si, pour tout
n > 0, il existe NV € N tel que, pour tout n > N,

[f ()] < nlg(n),

ce qui équivaut a demander que le quotient % tende vers 0 si n tend vers l'infini (si g est non
nul)@ Nous dirons que f est en grand théta de g, ce que nous notons f(n) = ©(g(n)), s'il existe

deux constantes strictement positives K et L et un naturel N tels que

Klg(n)| < [f(n)] < Llg(n)|

pour tout n > N. Finalement, nous dirons que f et g sont asymptotiquement équivalents ou que f
est asymptotiquement équivalent & g, ce que nous notons f(n) ~ g(n), si, pour tout n > 0, il existe
N € N tel que, pour tout n > N,

[f(n) —g(n)| < nlg(n)],

ce qui équivaut & demander que le quotient % tende vers 1 si n tend vers U'infini (si g est non nul).

Nous rappelons un résultatlﬂ sans démonstration nécessaire pour prouver la deuxiéme consé-
quence.

37. En fait, Spec(f) = Spec(M) = {0, 172‘/5, 1,-0.76 4+ 0.86i, —0.76 — 0.861, 1.52, 1+2‘/3} en arrondissant les valeurs.

38. Le petit o est souvent référé comme une des notations de Landau.
39. Ce résultat se trouve a la page FRV V.6 de [7].
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Proposition 1.4.6. Soient fi1, f2, g1, g2 quatre fonctions définies sur les naturels et a valeurs réelles.

Si fi(n) ~ gi(n) et fa(n) ~ g2(n), alors (fif2)(n) ~ (9192)(n).
Passons & la deuxiéme conséquence.

Proposition 1.4.7. Soit M € R} une matrice positive, irréductible de période pyr > 1 et différente
de (0)1x1. Il existe une matrice de permutation P de dimension m telle que

My O 0 0
0 M; O 0
pPlpprup — 0 0 My --- 0 (1.7)
0 0 0 0 M,
ot M; est une matrice primitive pour tout i € {0,...,py — 1}. De plus,
p(Mo) = -+ = p(Mp,,—1) = p(M)".
Démonstration. Par le lemme l’existence de la matrice de permutation remplissant la condi-

tion de ’énoncé est prouvée. Si la matrice M est primitive, il n’y a qu’un seul bloc diagonal primitif,
a savoir la matrice elle-méme, et la seconde partie de I’énoncé est vraie. Nous pouvons donc supposer
que pys > 1. Par le point (v) du théoréme de Perron—Frobenius, si L est une matrice carrée positive
et primitive, alors

L" = (p(L)" + o(p(L)"))C (18)

ou C est une matrice carrée constante strictement positive. Autrement dit, toute composante de
L™ est asymptotiquement équivalente a p(L)™ a une constante multiplicative (strictement positive)
prés, laquelle dépend de la composante sélectionnée. Nous introduisons la notation suivante. Pour
tous i,7 € {1,...,m}, nous notons CS}M) (n) le nombre de chemins de longueur n € N joignant i a
j dans le graphe G(M) associé a la matrice M.

Pour démontrer la seconde partie de 1’énoncé, nous procédons en deux parties : la premiére
montre que les rayons spectraux sont tous égaux et la seconde que tous les rayons spectraux sont

égaux a p(M)PM.

Les rayons spectraux sont tous égaux. Montrons que, pour tous r,s € {0,...,py — 1} avec
r# s, p(M,) = p(Ms). Fixons r,s € {0,...,pap — 1} tels que 7 # s. Au vu de I'égalité (1.8), nous
savons que, & une constante multiplicative (strictement positive) prés, sii,j € {1,...,m} sont deux

sommets du sous-graphe G(M,) et k, ¢ € {1,...,m} deux sommets du sous-graphe G(Mj),
G(M; G(M;
) ~ o) et M () ~ p(ML)"
Soient 4,5 € {1,...,m} deux sommets de G(M,) et k,¢ € {1,...,m} deux sommets de G(M;). En
reprenant les notations du lemme [1.3.35] nous savons que i et j (resp. k et £) sont deux éléments de
I'ensemble C;. (resp. Cs). Grace au lemme [1.3.37] nous savons également que les sommets i et j (resp.
k et ¢) sont joints par des chemins de longueur multiple de pys dans G(M) et que, dans G(MPM),
les longueurs des chemins sont divisées par pas. Ainsi, & une constante multiplicative (strictement
positive) prés,
G(M G(M, G(M G(Ms
ey ) = M )~ p() et ey (npar) = e () ~ p(ML)"
Par hypothése, puisque M est irréductible, nous savons qu’il existe au moins un chemin de ¢ vers
k (resp. de ¢ vers j) dans G(M). Parmi tous les chemins de ¢ vers k (resp. de £ vers j), nous en
choisissons un de longueur minimale et nous notons L (resp. L’) sa longueur. Vu la remarque[1.3.38
nous voyons que L + L' = 0 (mod pyps), i.e. L+ L' = epy avec ¢ € N. Pour tout n € N as-
sez grand, dans G(M), si nous empruntons le chemin de longueur L, puis un chemin liant & a
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{ de longueur@ (n — ¢)pp et enfin le chemin de longueur L', on obtient un chemin de longueur
L+ (n—c)py + L' =npy de i vers j comme le montre la figure [.11]

L

npm (n—c)pm

(D)

FIGURE 1.11 — Chemins entre les sommets 7 et k, k et £, £ et j, i et j.

Dans ce cas,
G(M G(M
cm( )(an) > ck’g )((n —c)pyp) >0

puisque tous les chemins de longueur (n — ¢)pys joignant k a ¢ dans G(M ) permettent de construire
des chemins de longueur npys joignant 7 & j dans G(M) (pour tout n € N assez grand). Ainsi, pour
tous sommets 7,5 € {1,...,m} de G(M,) et tous sommets k,¢ € {1,...,m} de G(Mj), il existe une

constante c¢ telle que
a(M) G(M) ™ (npar)
2
1, (an) Z ij (an - CpM) = G(M)j
Cr.e (an - CPM)

C

>1 (1.9)

pour tout n € N assez grand. De plus, & une constante multiplicative (strictement positive) prés,

ey (npar) Ad<pu4»>"
ckG’EZM) (npryr — cpur) p(M;)

en utilisant la proposition[L.4.6] Par conséquent, p(M,) > p(Mj), sinon nous obtenons une contradic-
tion avec I'inégalité . Le probléme étant symétrique, nous pouvons recommencer le raisonnement
et obtenir p(M,) < p(Ms). Au total, p(M,) = p(My).

Les rayons spectraux sont tous égaux a p(M)PM. Par le théoréme de Perron-Frobenius,
nous savons que p(M) est une valeur propre de M. Grace a I'égalité , nous voyons que

pm—1

Spec(MPM) = U Spec(M;) (1.10)
=0

et qu'il existe r € {0,...,par — 1} tel que p(M)PM € Spec(M, ). Par définition du rayon spectral de
M.,
(M) | = p(MPM < (M) (111)

Par le théoréme de Perron—Frobenius, p(M,) est une valeur propre de M, puisque cette matrice
est primitive. Maintenant, grace a I’égalité (1.10), p(M,) est aussi une valeur propre de MPM.
Finalement, il est aisé de montrer que, si § est une valeur propre de MPM alors |G| < p(M)PM.
Nous obtenons ainsi que

[p(M:)| = p(M;) < p(M)PM. (1.12)

En combinant les expressions (1.11)) et (1.12)), p(M,) = p(M)PM. O

40. Puisque la matrice M est primitive, nous savons qu’a partir d’une certaine longueur, toutes les longueurs de
chemins apparaissent entre deux sommets quelconques au sein du graphe G(M;). Pour n € N assez grand, on en
déduit que (M~ )k, > 0. Par conséquent, pour tout n € N suffisamment grand, on a aussi (M("*)pM)k,g > 0, i.e.
il existe au moins un chemin de longueur (n — ¢)py de k vers £ dans G(M).
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Exemple 1.4.8. Reprenons 'exemple [1.3.39] Dans notre cas, pys = 3. En utilisant le logiciel Sage,
nous voyons que p(M) = /5 et que les trois blocs diagonaux primitifs de P~'M3P ont tous un
rayon spectral égal a 5.

1.4.3 Troisiéme conséquence

Puisque nous avons introduit le comportement asymptotique des puissances naturelle d’une
matrice primitive dans la preuve de la proposition précédente, nous établissons maintenant que le
rayon spectral d’une matrice naturelle primitive est un réellﬂ plus grand ou égal & 1.

Proposition 1.4.9. Soit M € N]' une matrice primitive. Alors p(M) est un réel plus grand ou égal
al.

Démonstration. Par le théoréme de Perron—Frobenius, nous savons que, pour tous i,j € {1,...,m},
(M")ij = (p(M)" + o(p(M)"))Ci (1.13)
avec C; j > 0. Fixons i, j € {1,...,m}. L’égalité montre qu’il existe N € N tel que
0< (M");; <2C;;p(M)"
pour tout n > N. Si p(M) € [0, 1], alors (M"); ; tend vers 0 si n tend vers U'infini par le théoréme
de I'Etau. Puisque ce raisonnement est valable pour n’importe quel couple (i,5) € {1,...,m}? et

puisque la matrice est & coefficients naturels, nous en déduisons que toutes les composantes de M™
sont nulles pour tout n € N assez grand. Ceci est en contradiction avec la primitivité de M. O

Exemple 1.4.10. Reprenons 'exemple |1.2.29, La matrice Mat; est naturelle et primitive et nous

y avons vu que p(Maty) = % La proposition précédente est bien vérifiée.

Remarque 1.4.11. Si M € R est une matrice primitive non naturelle, rien ne permet d’affirmer
que p(M) est un réel plus grand ou égal a 1. Par exemple, si

v=(11).

alors M est primitif et il est possible de montrer que lim (M™);; = 0 pour tous i,j € {1,2} et

n—-+00

OOl —
| 00| =

que 0 < p(M) < 1.

1.4.4 Quatriéme conséquence

La proposition que nous allons démontrer découle du théoréme de Perron—Frobenius, du
lemme [1.3:37] et de la proposition [[.4.7] Ce résultat donne un avant-goiit du sujet qui nous oc-
cupera tout au long du chapitre suivant.

Proposition 1.4.12. Soit M € R une matrice positive, irréductible de période ppr > 1 et différente

de (0)1x1. Alors, pour tous i,5 € {1,...,m}, il existe une constante ¢ > 0 telle que le quotient
n +ry. .
% converge vers ¢ lorsque n tend vers linfini si v := r(i,7) est défini comme dans le point

(7i1) du théoréeme de Perron—Frobenius.

41. Par la remarque [1.2.23] nous savons déja que le rayon spectral d’une matrice irréductible différente de (0)1x1
est un réel strictement positif.
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Démonstration. Par le lemme et la proposition(1.4.7, & une matrice de permutation prés, MPM
est une matrice diagonale par blocs ou les blocs diagonaux sont primitifs et possédent le méme rayon
spectral égal a p(M)PM. Dans ce cas, par le théoréme de Perron—Frobenius, nous savons que, pour

tous 4,7 € {1,...,m} tels que r(i,j) = 0 (ce qui signifie en particulier que (M"PM); ; est une
composante d’un bloc diagonal), le quotient

(M) 5

p(M)rear

converge vers une constante réelle ¢;; strictement positive lorsque n tend vers I'infini. Fixons
i,j € {1,...,m} et considérons r := r(i,j) comme dans le point (ii7) du théoréme de Perron—
Frobenius. Pour tout n € N,

(MHPM-FT)Z. j m (MHPM)Z. k (anM)i k
_— 0 — - 7 MT Jp— N B MT‘ .
oty = 2 gty M= 20 i Mk
= SkRSM
r(i,k)=0

ol nous avons utilisé le théoréme de Perron-Frobenius pour la seconde égalité. Le terme a I’extréme
gauche de ces égalités converge vers la constante

C .= Z C@k (Mr)kﬂ

1<k<
r(ik=0 >
lorsque n tend vers l'infini. Cette constante réelle est strictement positive, sinon (M) ; = 0 pour
tout k € {1,...,m} tel que r(i,k) = 0. Dans ce cas, (M™M*");, . = 0 pour tout n € N, ce qui
contredit le théoréme de Perron—Frobenius. ]

Exemple 1.4.13. Reprenons l'exemple [1.2.28, Rappelons que py; = 2, p(M) = 1, M?" = [ et
M?*"+L = M pour tout n € N. De plus, r(1,1) = r(2,2) = 0 et 7(1,2) = r(2,1) = 1. On voit donc

2n 2n 2n+1 2n+41
que le quotient (%M))Ql,;l (resp. (%M))jf, resp. W, resp. (Mp(Mi)z)n“) converge vers ¢ = 1 lorsque

n tend vers l'infini.

1.4.5 En guise de résumé...

Soit M une matrice carrée réelle positive. Par la proposition [1.3.22] il existe une matrice de
permutation P de méme dimension que M telle que

M, 0 o --- 0
* My 0 .- 0
P—IMP — * * M3 cee 0
* * * * M
oil les blocs diagonaux M; avec i € {1...,s} sont irréductibles. A chaque bloc M; # (0)1x; irré-

ductible dont la période est pys, avec i € {1...,s}, nous pouvons appliquer le lemme et la
proposition A une matrice de permutation prés, Mip Mi est une matrice diagonale D; par blocs
et ces blocs sont des matrices primitives partageant le méme rayon spectral égal a p(M;)PMi. Par la
proposition il existe une matrice de permutation P’ de méme dimension que M et un entier
p (multiple des périodes des blocs irréductibles non nuls) tels que

M, 0 0 - 0
£ M), 0 - 0
(P ' MPP = * « M; -~ 0
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avect > s et ou les blocs diagonaux M/ avec i € {1...,¢} sont primitifs ou nuls. En fait, nous voyons
que chaque bloc irréductible différent de la matrice (0)1x1 (resp. égal a (0)1x1) sur la diagonale de
P~'MP est remplacé sur la diagonale de (P’)~'MPP’ par un bloc qui est lui-méme une matrice
diagonale par blocs primitifs (resp. une matrice nulle de dimension 1).

Si M; # (0)1x1 est un bloc irréductible avec i € {1..., s}, prenons n; € Ny tel que p = n;pyy;.
Si N’ est un sous-bloc diagonal de D", il existe un sous-bloc diagonal N de D; tel que N’ = N,
Dans ce cas, nous affirmons que

pN') = p(N™) = p(N)™ = (p(M™: )" = p(M;)"

ot la troisiéme égalité est obtenue puisque N est un bloc diagonal de D;. Dans cette suite d’égalités,
il reste & démontrer la deuxiéme. Puisque N est primitif, N™ est aussi primitif. Par le théoréme
de Perron—Frobenius, nous en déduisons que p(N) (resp. p(N™)) est une valeur propre de N (resp.
N™). Puisque p(N)™ est une valeur propre de N™ par définition du rayon spectral de N™ on a

p(N)™ < p(N™).

Maintenant, puisque p(IN™) est une valeur propre de N™ il existe une valeur propre o de N telle
que a™ = p(N™). Par définition du rayon spectral de N, on en déduit que

p(N™) = [p(N")| = o] < p(N)™,

ce qui permet de conclure. Ainsi, tous les sous-blocs diagonaux de D;" partagent le méme rayon
spectral égal & p(M;)P.
Enfin, par la proposition [1.2.4]

t
Spec(MP) = Spec((P')"'MPP') = U Spec(M;).
i=1

C’est sur ce résumé que nous terminons le premier chapitre. Grace & celui-ci, nous allons obte-
nir, au chapitre suivant, des informations précises concernant le comportement asymptotique des
puissances naturelles d’'une matrice carrée a coefficients naturels.



Chapitre 2

Comportement asymptotique

Ce chapitre est consacré & quatre résultats déterminant le comportement asymptotique des
composantes d’une matrice carrée (& coefficients naturels[[) élevée a la puissance n € N. Le premier
résultat caractérise le comportement asymptotique des composantes des puissances naturelles d’une
matrice carrée a coefficients naturels mise sous la forme triangulaire inférieure par blocs ou les blocs
diagonaux sont soit primitifs, soit égaux a la matrice nulle de dimension 1 (cette forme est obtenue
par la proposition. De plus, il précise laquelle des valeurs propres dominantes apparait dans le
comportement asymptotique. Etant donnée une matrice carrée M a coefficients naturels, la deuxiéme
affirmation montre que le comportement asymptotique des éléments des puissances naturelles de
cette matrice est soit nul, soit déterminé par deux quantités qui dépendent de 1’élément et du
reste modulo l'entier py; de la définition En particulier, ce résultat permet d’attacher deux
quantités a chaque composante de la matrice M et a chaque reste considéré. Le troisiéme résultat
utilise la forme triangulaire inférieure par blocs ol les blocs diagonaux sont irréductibles, donnée par
la proposition [I.3.22] I affirme que les éléments d’un bloc, non nécessairement situé sur la diagonale,
ont tous le méme comportement asymptotique (& un changement d’exposant prés). Enfin, le dernier
résultat s'intéresse au comportement asymptotique de la somme des éléments (M™); j, n € N, situés
sur une méme ligne i (resp. une méme colonne j) de la matrice M. Ce chapitre est découpé en cing
sections : la premiére donne quelques lemmes et propositions préalables tandis que les autres parties
présentent les quatre résultats cités ci-dessus.

2.1 Quelques résultats préliminaires

Nous démontrons tout d’abord un résultat concernant deux des trois comparaisons asympto-
tiques introduites dans la définition [1.4.5]

Lemme 2.1.1. Soient f et g deux fonctions définies sur les naturels et & valeurs réelles positives.
Supposons qu’il existe une constante ¢ € Rxq telle que f(n) = cg(n)+o(g(n)). Alors f(n) = ©(g(n)).

Démonstration. Par définition, il existe N € N tel que, pour tout n > N, on a

1£) = cglm)] < Seg(m).

Dans ce cas, pour tout n > N, nous avons

1 3

5e9(n) < f(n) < Seg(n)

On en déduit que f(n) = O(g(n)). O

1. Le passage des matrices a coefficients réels aux matrices & coeflicients naturels se justifie de la fagon suivante :
la théorie peut étre réalisée pour les matrices & coefficients naturels puisque le but est de caractériser le comportement
asymptotique des matrices d’incidence des morphismes.

39
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Nous rappelons un résultatﬂ sans démonstration nécessaire pour prouver le premier lemme.

Proposition 2.1.2. Soient (x,)nen €t (Yn)nen deux suites a valeurs dans R>q.

(i) Sila série 3,20y, converge, alors
+oo +oo
Ty ~ Yp = sz ~ Zyz (sin — +00).
i=n i=n
(i) Si 320 yn = +00, alors
n n
Ty ~ Yn = Zl‘z ~ Zy,; (sin — +00).
=0 =0

Pour finir cette section, nous citons les trois résultats suivantsﬂ

Proposition 2.1.3. (i) Pour tout m € N et tout A € R-q,

n

D imA = 0(nmA"). (2.1)

1=0
(ii) Pour tout m € N,

i™ = 0(n™). (2.2)

(7it) Pour tout q € Ny,

Crg = #{(i1,...,ig) ENU|ig +--- +i, =n} = O(n). (2.3)

2.2 Premier résultat sur le comportement asymptotique

Le principal lemme de cette section caractérise le comportement asymptotique des éléments
d’une matrice carrée & coefficients naturels élevée a la puissance n € N et précise laquelle des
valeurs propres dominantes apparait dans le comportement asymptotique. L’idée de la preuve est
basée sur le concept de graphe de chemins. De plus, dans son énoncé, nous considérons des blocs
primitifs ou nuls. Cela signifie simplement qu’au lieu de considérer la matrice M, nous considérons
plutot sa puissance MPM | 4 une permutation prés, conformément & la proposition Avant de
passer a ce lemme, nous avons encore besoin du résultat suivant.

Lemme 2.2.1. Soient Py,..., P, des matrices carrées positives primitives ou égales a (0)1x1 et
Bi,...,B,_1 des matrices positives telles que le produit matriciel PyB1P,Bs--- P._1B,_1P, a du
sens. Alors il existe iy, ..., € N tels que toutes les composantes de la matrice PlilBlPQi2 e Br_le”
sont strictement positives si, et seulement si, les matrices B1, Bo, ..., B._1 sont toutes non nulles.

Démonstration. Pour tous iq,...,% € N, posons
P(il, e ,Z'T) = P1“31P2Z2 s Br_lpﬁr.

S’il existe une matrice B; nulle avec j € {1,...,r — 1}, alors la matrice P(i1,...,%,) est aussi nulle
pour tous les indices i1,...,4 € N. Supposons maintenant que By # 0,By # 0,...,B,_1 # 0.
Plusieurs cas apparaissent.

2. Ce résultat se trouve a la page FRV V.27 de [7].
3. Les preuves de ces résultats peuvent étre trouvées a I'annexe
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Premier cas : Si les matrices Py, ..., P, sont toutes égales a (0)1x1, alors toutes les matrices
By, By, ..., B,_1 sont de dimension 1 et strictement positives par hypothése. La matrice P (i1, ..., i,)
est strictement positive uniquement siE| 11 = =1, = 0.

Deuxiéme cas : Supposons que les matrices Pi, ..., P. sont toutes primitives. Alors il existe
i1,...,% € N tels que Pli1 >0,..., P >0 par primitivité Dans ce cas, pour tous a, ¢, I’élément
(P(i1y .- yir))a,c est égal &

Z (Plll)a,al (Bl)al,ag T (P;T—EI)ag(r71)72,a2(T71)71 (Brfl)a2(r,1),1,a2(r,l) (P’;L“T‘)a2r—2:c'
ai,...,a2r—2

Puisque Bj # 0 pour tout 1 < j < r — 1, il existe agj—1,a2; € N tels que (Bj)@j_lmj > 0. En
utilisant le fait que toutes les matrices sont & coefficients positifs ou nuls, on a

(’P(ih ) iT))a,C > (Plll )a,al (Bl)al,az T (Pﬁial)aQ(T,l),z,aﬂr,l),l (Brfl)agr_:;,amn_g (P;T)agr_g,c >0
N T ~
>0 >0 >0 >0 >0
pour tous a, c. Par conséquent, la matrice P(i1,...,%,) est strictement positive.

Autres cas : En fait, tous les autres cas se traitent de la méme fagon. Si P; est un bloc primitif,
alors on choisit 7; € N de sorte que P;j > 0, ce qui est toujours possible par primitivité. Par contre, si
Pj est le bloc nul de dimension 1, on choisit 7; = 0 de sorte que P;J = (1)1x1. On reproduit ensuite le
raisonnement qui a conduit a I'inégalité du deuxiéme cas. Avec le choix des indices i1, . . . , i, que nous
venons de faire, les matrices carrées (P]Z” )jE{l,..-,r} sont strictement positives. De plus, les matrices
(Bj)jeq1,...r—1) €tant non nulles, il est toujours possible de trouver des éléments strictement positifs
dans chaque matrice du produit de sorte que (P(i1,...,%))q,c > 0 pour tous a,c. O

Nous pouvons passer au lemme dont nous parlions dans l'introduction de cette section.

Lemme 2.2.2. Soit M € N' une matrice triangulaire inférieure de la forme

P . 0
By Py
: . . 0
Bii -+ B B
ot les blocs diagonauz sont soit primitifs, soit nuls de dimension 1. Alors, pour tousi,j € {1,...,m},

soit (M™); ; = 0 pour tout naturel n suffisamment grand, soit il existe X € Spec(M)NR>1 et d € N
tels que (M™); ; = O(n4A").

Plus précisément, dans le second cas, si M; ; est un élément du bloc By y avec 1 <€ <k <t ou
un élément du bloc diagonal Py (auquel cas, nous posons k = £ dans les formules), alors

A= B e{1,..., 2.4
k:h1>h2>1¥1'2)]§r71>h,«:Z max{p(Fp,) | s € { r}} (2.4)

Bhl,h27é07 Bh2,h3;é07 B Bhr_l,hr#o

et

d+1= #lse{l,...,r}| p(Pu) = A} (2.5)

max
k=hi1>ho>-->hp_1>h.={
Bhy,hy#0, Bhy,hg#0, =+, Bh._,h.70

En particulier, tous les comportements asymptotiques de (M™); ; correspondant a des éléments d’un
meéme bloc donné By, coincident.

4. Ce choix d’indices ne fonctionne pas toujours. En effet, prendre un indice i; égal a 0 entraine que P;j est la
matrice identité. Si P; est de dimension plus grande ou égale & 2, rien ne garantit que toutes les composantes de B;
sont strictement positives et, dans ce cas, P(i1,...,i,) n’est pas forcément strictement positif.

5. Remarquons que, par primitivité, il existe des naturels i1, ..., 4 € N tels que, pour tout j € {1,...,r}, Pjnj >0
pour tout n; > ;.
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Démonstration. Cette preuve est divisée en trois parties. La premiére concerne le comportement
asymptotique des éléments situés au-dessus de la diagonale. La deuxiéme s’intéresse au comporte-
ment asymptotique des éléments situés sur la diagonale et se divise en deux sous-parties en fonction
de la nature du bloc diagonal considéré. Enfin, la troisiéme partie étudie le comportement asymp-
totique des éléments situés en dessous de la diagonale. Elle comprend deux parties : un exemple et
le cas général.

Comportement des éléments situés au-dessus de la diagonale. Vu la forme de la matrice
M, les composantes situées au-dessus de la diagonale de M™ sont nulles pour tout n € N. Nous
rentrons alors dans le premier cas de I’énoncé du lemme.

Comportement des éléments situés sur la diagonale. Nous devons considérer deux cas :
un bloc primitif ou un bloc nul de dimension 1.

Comportement des éléments situés sur la diagonale, dans un bloc primitif. Soit P,
un bloc primitif de dimension ny avec 1 < ¢ < t. Par le théoréme de Perron—Frobenius, pour
tous 4,5 € {1,...,n¢}, il existe une constante ¢; ; > 0 telle que (P}');; = p(FPr)"ciy; + o(p(Pr)").
Par le lemme (P)ij = ©(p(Pp)™). Ainsi, pour tous i,j € {1,...,m} tels que M;; est
un élément du bloc diagonal P, nous obtenons (M"); ; = ©(p(P;)"). Puisque Py est primitif, le
théoréeme de Perron—Frobenius affirme que p(FPy) € Spec(F,). Vu la forme de la matrice M et par
la proposition on en tire que p(Py) € Spec(M) NR>;. Notons de plus que, dans ce cas, nous
avons obtenu que A\ = p(FP) et d = 0, ce qui est cohérent avec les formules et si nous
posons k = £ dans celles-ci. Finalement, nous voyons que la derniére partie de ’énoncé est vérifiée
puisque tous les éléments du bloc P, ont le méme comportement asymptotique.

Comportement des éléments situés sur la diagonale, dans un bloc (0),,. Si P est un
bloc nul de dimension 1, alors P;* = (0)1x1 pour tout n € No. Dans ce cas, pour tous 7,5 € {1,...,m}
tels que M; ; est un élément du bloc Py, (M™); ; = ©(p(F)") puisque p(Fy) = 0. Nous tombons en
fait dans le premier cas de I’énoncé du lemme. De plus, la derniére partie de ’énoncé est vérifiée
puisque tous les éléments du bloc P, ont le méme comportement asymptotique.

Comportement des éléments situés en dessous de la diagonale. Nous examinons main-
tenant le cas des blocs situés sous la diagonale de M. Ces blocs sont obtenus comme sommes
de produits dont les facteurs sont parmi les blocs diagonaux Pi,..., P; et les blocs situés sous la
diagonale de M. Avant de passer au cas général, nous développons un exemple.

Exemple pour lequel t = 3. Considérons I'exemple dans lequel M est la matrice triangulaire
inférieure par blocs donnée par

A 0 O
D B 0
F E C

ol les blocs A, B, C sont primitifs ou nuls de dimension 1.

F

C B A

FIGURE 2.1 — Graphe de chemins G¢ (M) associé a la matrice naturelle triangulaire inférieure par
blocs M.

A une matrice par blocs naturels N, on associe un graphe orienté, appelé graphe de chemins et
noté G¢(N), de la maniére suivante. Si s € Ny est le nombre de blocs sur la diagonale de la matrice
N, alors les sommets du graphe sont les naturels 1,...,s. Si B;j est le bloc situé sur la i*™¢ ligne
et la ™€ colonne de la matrice NV, alors, dans le graphe, nous inscrivons un arc du sommet i vers
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le sommet j de label B;; uniquement si ce bloc est non nul. Pour la matrice de I'exemple, nous
obtenons le graphe G¢(M) de la figure (sans information supplémentaire sur les blocs, nous les
inscrivons tous). Par exemple, si le bloc diagonal B est nul, nous avons le méme graphe, mais sans
boucle sur le sommet 2.

Soit G(M) le graphe associé a la matrice M. Fixons un sommet ¢ (resp. j) dans la composante
primitive correspondant au bloc diagonal C' (resp. A) ou, si C (resp. A) est la matrice (0)1x1, alors
i (resp. j) est le sommet isolé de la composante correspondante. Il existe deux types de chemins de
longueur n € N allant de i vers j dans G(M).

e Il v a ceux qui peuvent étre décomposés en trois morceaux, a savoir comme un chemin de
longueur 7; € N du sommet 4 vers un autre sommet i’ de la composante correspondant a C,
suivi par un arc de ¢’ vers un sommet j' de la composante correspondant & A et se terminant
par un chemin de longueur n —¢; — 1 de j’ vers j. Par la remarque le nombre de tels
chemins est donné par (C* FA"1~1), ..

e Il v a ceux qui peuvent étre obtenus en cinq morceaux, a savoir comme un chemin de longueur
11 de 4 vers un sommet 7' de la composante correspondant a C, suivi par un arc de ¢’ vers
un sommet k de la composante correspondant & B, puis un chemin de longueur iy de k vers
un sommet k' de la composante correspondant & B, un arc de k' vers un sommet j' de la
composante correspondant & A et se terminant par un chemin de longueur n —i; —is — 2 du
sommet j’ au sommet j. Le nombre de tels chemins est donné par (Ct EB* DA"_il_iQ_z)i,j.

Dans G(M ), le nombre total de chemins de longueur n partant de n’importe quel sommet ¢ de la
composante correspondant au bloc C' vers n’importe quel sommet j de la composante correspondant
au bloc A est donné par (M"); ;, élément qui appartient au bloc correspondant & F' dans M". En
fait, le bloc correspondant & F' dans M™ (resp. D, E) avec n € N est la sommelﬂ des labels des
chemins de longueur n joignant 3 & 1 (resp. 2 & 1, 3 & 2) dans le graphe G¢(M) de la figure
Par conséquent, considérer tous les chemins de longueur n entre deux sommets dans le graphe de
chemins G¢(M) permet d’évaluer le nombre de chemins de longueur n entre deux sommets du
graphe G(M). Dans notre exemple, le bloc en position (3,1) dans M™ est

> CU"EB”DA®+ Y  CUFA” (2.6)
i1+10+iz=n—2 i1+i2=n—1
11,42,83>0 11,8220

Par le début de la preuve, les composantes de A™ (resp. B", C™) et p(A)" (resp. p(B)"™, p(C)™)
sont asymptotiquement équivalents (& une constante multiplicative (strictement positive) prés). Par
exemple, si les réels p(A), p(B) et p(C) ne sont pas nuls, la proposition et le second point de
la proposition 2.1.2] permettent d’affirmer que le comportement asymptotique des composantes de
la matrice est proportionnel &

> p@np(B)Rp(A)B+ > p(C) 1 p(A)=. (2.7)
i1-Hiz+ig=n—2 i1iz=n—1
i1i2,i3>0 i1,i2>0

Remarquons qu’il existe des naturels i1,1i9,43 (resp. i1,42) tels que les composantes de la matrice
CU"EB"2DA® (resp. C' F A®2) sont toutes strictement positives si, et seulement si, E # 0 et D # 0

(resp. F' # 0) par le lemme [2.2.1
Par exemple, si p(A) = p(B) = p(C) > 0, D # 0 et E # 0, alors les éléments du bloc (12.6)
ont un comportementm en ©(n? p(A)"). Si p(A) = p(B) > p(C) >0, D # 0 et E # 0, alors les
éléments de ce bloc ont un comportementlﬂ en O(n p(A)™). Dans les deux cas envisagés, vu la forme
particuliére de la matrice M, p(A) € Spec(M)NR>; et nous nous retrouvons dans le second cas de

6. Pour une preuve de ce résultat, se référer & I’annexe
7. Puisqu’il ne s’agit que d’un exemple dans la preuve du lemme, ce résultat est démontré a 'annexe
8. Pour la méme raison, se référer a I’annexe
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I’énoncé du lemme. Observons encore une fois que les formules et sont respectées et que
les comportements des éléments du bloc F' sont tous identiques.

Cas général. La matrice M de départ posséde t blocs diagonaux soit primitifs, soit nuls de
dimension 1 et nous obtenons & la figure le graphe de chemins G¢ (M) associé a M. Comme
dans l'exemple, si M posséde des blocs nuls, cela signifie que le graphe G¢ (M) de la figure ne
posséde pas tous les arcs.

Bi_12

FIGURE 2.2 — Graphe de chemins G¢ (M) associé a la matrice naturelle triangulaire inférieure par
blocs M.

Si nous cherchons le comportement asymptotique d’un élément (M™); ;, nous devons d’abord
identifier a quelle composante de G(M) le sommet ¢ (resp. j) appartient. Si I'élément M; ; est un
élément du bloc By g avec 1 < ¢ < k <t, alors i (resp. j) est dans la composante correspondant au
bloc Py (resp. P). Nous devons ensuite chercher tous les chemins possibles et existant de longueur
n du sommet k vers le sommet ¢ dans le graphe orienté de la figure 2.2} Nous obtenons alors une
somme semblable & ’expression , donnée par la somme, sur tous les chemins possibles, de

> Py By ho Py Bhoohg =+ Bhy_y h By (2.8)
i1+-+ir=n—(r—1)
i1yeeyin>0
out >k="h >-->h. = > 1 Cette « grosse » somme est la matrice qui correspond

au bloc en position (k,¢) dans M™. En fait, I'expression fixe les sommets hq, hs,...,h, par
lesquels nous passons dans G¢(M) (nous fixons donc aussi les composantes correspondant aux
blocs diagonaux par lesquelles nous passons). Si nous supposons que nous pouvons effectivement
joindre k£ & ¢ dans le graphe de chemins en empruntant ces sommets, cela signifie que les matrices
B, hys Bhy by - - - B,y n, sont toutes non nulles. Pour plus de facilité, notons p(F},) = Bs pour tout
se€{l,...,r}. Si Py, est primitif, alors S5 € R> et, si P, est nul de dimension 1, alors 8, = 0.

Si, nous pouvons joindre k & ¢ dans G¢(M) en empruntant les sommets hy = k, ha, ..., hy = £
et si tous les (53)56{17._.77«} sont nuls, cela signifie que, dans le graphe de chemins, il n’y a de boucle
sur aucun des sommets hy = k, ho, ..., h, = {. Par conséquent, puisque nous ne pouvons emprunter
aucune boucle dans G¢(M), la longueur des chemins dans G¢(M) passant par ces sommets est
bornée et nous ne pouvons pas créer de chemin de longueur n pour tout n € N assez grand dans
Ge (M) passant par ces sommets. Dans ce cas, nous posons

/\(h1Zk,hQ,...,hr_l,hrZE):OESpeC<M) et d(hlZk‘,hg,...,hr_l,hrzg)ZIEN.
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Maintenant, si, sur n’importe quel chemin joignant k£ & ¢ dans G¢(M), nous passons par des
sommets hy = k, ha,...,h, = £ du type du paragraphe précédent, cela signifie que, dans le graphe
de chemins, il n’y a de boucle dans aucun chemin emprunté pour passer du sommet k£ au sommet
£. Par conséquent, nous ne pouvons pas créer de chemin de longueur arbitrairement grande dans
Gc(M). Dans ce cas, le comportement asymptotique de (M"™); ; est nul (et nous tombons dans le
premier cas de I’énoncé). Remarquons que ce raisonnement est valable pour n’importe quel élément
M; ; du bloc By, 4, ce qui montre la derniére partie de I’énoncé.

Supposons ne pas étre dans cette situation. Autrement dit, nous supposons qu’il est possible de
joindre k & ¢ dans Ge (M) en empruntant des sommets hy = k, ha, ..., h, = £ tels que les (Bs)seq1,...r}
ne sont pas tous nuls. Dans la suite, nous examinons le comportement asymptotique découlant des
chemins passant par ce type de sommets.

Fixons de tels sommets hy = k, ha, ..., h, = £. Alors il y a au moins une boucle dans le graphe
de chemins, i.e. tous les blocs diagonaux correspondant & ces sommets visités ne sont pas égaux
ala matrlce nulle de dimension 1, de sorte que des chemins arbitrairement longs existent. Par le
lemme [2.2.1} il existe des naturels i1, ..., %, tels que P thhQP “+Bh,_ h, PZ > 0. Puisque nous
rencontrons au moins un bloc primitif, pour tout n € N assez grand il est touJours possible de trouver
des naturels nq, ..., n, tels que ng > iz pour tout s € {1,...,7}, telsqueny+---+n, =n—(r—1)
et tels que la matrice est strictement positive.

Nous savons alors que le comportement asymptotique des composantes de la matrice a une
écriture semblable aux termes de l’expression (2.7) et qu’il est donné, & une constante prés, parﬂ

s= > ]le

11+ —H,fns 1
T1yeeeylr > >0

grace aux propositionset Siun des S5 est nul (mais ils ne le sont pas tous simultanément),
cela signifie que nous passons, dans G¢(M), par le sommet hs qui correspond au bloc Py, nul de
dimension 1. Puisqu’un tel bloc correspond & un sommet isolé sans boucle, nous devons avoir i = 0
par le lemme [2.2.1] Par conséquent, puisque le produit est commutatif, quitte & réordonner les
valeurs propres des blocs diagonaux et & ne plus tenir compte des contributions des valeurs propres
nulles des blocs diagonaux nuls de dimension 1 (en considérant, s’il le faut, une sous-expression de

§), nous pouvons supposer que 1 = --- = g > fg41 > -+ > > 1 pour un g € {1,...,7}. Alors
T
S = Z Hﬁgs: Z gi... q%qgﬁl...ﬂﬁ.
i1+-+ip=ns=1 14 Fir=n
U1yeensir 20 U1yt 20

Tout d’abord, si ¢ = r, alors tous les rayons spectraux sont égaux & 51 > 1 et nous obtenons

i1+ Fir=n i1+ +ir=n
11500580 >0 015500 >0

Par I'égalité (2.3)), on voit que S = ©(n9~13}"). Supposons maintenant que r > ¢. Vu les conditions
sur les réels (fs)seq1,... 1}, ON @

S — Z ﬁzl-i- +Zqﬁ;($—11 . B;r — Z C’i,qﬁi Z H ﬁ;s

7,1+ +ir=n =0 ig+1+-+ir=n—1is=q+1
1150y 20 Tgt1yeenstr >0
9. Remarquons que, par le lemme 1} ’indice correspondant & un bloc diagonal nul de dimension 1 est pris égal

a 0.
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Ainsi, on a

SN CigBiprt Y, 128') Cig (?)

i=0 iqi 14 Hir=n—i i=0
g4 15eeesir >0

:Cnfi,rfqzl

ou la premiére inégalité est obtenue puisque 1 < 8, < --- < 8,41 et on a aussi

- i an—1 n . B ‘
S < Zci,qﬁl q+1 Z 1 < /8q+1 Ci,an—i,r—q <l>

i=0 igi1etip=n—i i=0 Bt
iq+17---7ir20
:Cnfi,rfq
ol la premiére inégalité est obtenue puisque 1 < 8, <--- < f3,41. Au total, nous avons donc

n i r n 7
b1 ; b1
230 (3) = X IIW < Aad Gl .
=0 Br R S — i=0 Bat1
i >0

Pour terminer le cas général, il suffit de montrer que 'on a un comportement en ©(n?=147).
Occupons-nous de la premiére extrémité. Grace aux formules (2.1)) et (2.3), nous en tirons qu’il
existe des constantes K, L > 0 pour lesquelles

i () =y (3) <o (5)

pour tout n € N assez grand. Ainsi, en simplifiant, nous obtenons
1 _
> () =t e
i=0 "

Pour la seconde extrémité, on peut montrerlﬂ le résultat plus général suivant
n
Z i%(n —1i)%at < Ln%a™
i=0

ol a,b,n € N, a € Ry et L est une constante strictement positive.
Pour chaque r-uple de sommets (hy = k, ho, ..., h, = £) fixés comme précédemment, nous avons
obtenu un comportement asymptotique caractérisé par le réel

)\(hl =k,ho,...,hy—1,h, = f) = max{p(Phs) | ENS {1,.‘ . ,’I“}} S SpeC(M) NR>1

qui est le plus grand rayon spectral des blocs diagonaux de M correspondant aux sommets hy, ..., h,
par lesquels nous passons pour joindre k & ¢ dans le graphe de chemins et par le naturel

d(h1 = k‘,hg,' s ,hrfl,hr = £) ou
d(hl = k‘,hg,...,hr_lhfr :6) +1= #{S € {1,...,7“} ’ p(Phs) = )\(hl = k,hQ,...,hr_l,hT 26)}

est le nombre maximal de blocs diagonaux de M qui ont leur rayon spectral égal a
Ahi = k,ha, ... hp—1,h, = £) et correspondant aux sommets hq,...,h, par lesquels nous pas-
sons pour joindre k & ¢ dans le graphe de chemins. Alors le comportement asymptotique que nous
cherchons est égal au comportement asymptotique dominant déterminé par :

10. Voir 'annexe
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e la plus grande valeur propre dominante

A= max max{p(F,) | s € {1,...,r}} € Spec(M) NR>;
k=h1>ha>-->hy_1>hq=( -
Bhy,hy#0, Bhy,ng#0, =5 Bh,_ 1 b 70

des blocs diagonaux de M correspondant aux sommets rencontrés sur tous les cheminle liant
le sommet k£ au sommet ¢ dans le graphe de chemins associé a M ;

e le naturel

d+1= e{1,..., P, )=A
+ ... S #{se{ r} | p(Pr,) = A}

Bh1,h27é07 Bh2,h37£07 ) Bhrfl,hr#o

étant le plus grand nombre, diminué de 1, de blocs diagonaux de M possédant une valeur
propre dominante égale & A\ et correspondant aux sommets par lesquels nous passons pour
joindre k & £ dans le graphe de chemins.

Enfin, nous voyons que tous les éléments d’un méme bloc possédent le méme comportement asymp-
totique. O

Exemple 2.2.3. Considérons les trois matrices

1 1/0 0lo o 1 1]0 0lo o
1 0/00/0 0 1 0/0 0|0 0 15888
0 0[1 1|0 0 1 0/1 1]0 0

M1_001000’M2_101000etM3_(1)8(2)8$
0 0/0 0|1 1 0 0l0 0|1 1 o olilo 1
1 0/10[/1 0 0 0l1 0l1 0

Le graphe G(M) (resp. G(Ma), resp. G(Ms3)) associé a la matrice My (resp. Ma, resp. Ms) se trouve

a la figure (resp resp. [2.3¢)).

== =0

(a) Graphe G(M1) associé a la matrice carrée positive M.

_/ S A A~

(b) Graphe G(M2) associé a la matrice carrée positive Ms.

(c¢) Graphe G(Ms3) associé & la matrice carrée positive Ms.

FIGURE 2.3 — Trois graphes montrant différents comportements asymptotiques.

11. Rappelons que nous avons supposé qu’il existe au moins un r-uple de sommets (h1 = k, ha, ..., hr = £) tel qu’il
est possible de joindre k£ & £ dans le graphe de chemins en passant par ces sommets et tel qu’ils ne correspondent pas
tous & des blocs nuls de dimension 1 de M. Par conséquent, A est le maximum d’un ensemble contenant des réels plus
grands ou égaux & 1 et éventuellement des 0. En effet, il est possible que des chemins joignant k£ & ¢ dans le graphe
de chemins et passant par des sommets correspondant tous a des blocs nuls de dimension 1 de M existent, mais ils
ne sont pas tous de ce type. Nous obtenons A € Spec(M) NR>1.
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Les trois matrices M7, My et M3 sont déja sous la forme triangulaire inférieure par blocs ot les
blocs diagonaux sont primitifs. De plus, les blocs diagonaux correspondent aux composantes forte-
ment connexes de chacun des graphes. Dans cet exemple, nous souhaitons connaitre le comportement
asymptotique des éléments (M{")s52, (M3')s52 et (M3')a,2.

Pour passer du sommet 5 au sommet 2 dans le graphe [2.3a] nous sommes obligés d’emprunter
d’abord la derniére composante fortement connexe puis la premiére (il est clair que nous ne pouvons
pas passer par la deuxiéme). Dans ce cas, (Mf')s2 = O(n?A") out A € Spec(M)) est égal au plus
grand rayon spectral des blocs diagonaux correspondant aux composantes connexes empruntées et
ot (d+ 1) € Ny est égal au nombre maximal de blocs diagonaux correspondant aux composantes
fortement connexes empruntées et dont le rayon spectral vaut A. Ici, A = ¢ = 1+T\/5 etd+1=2de
sorte que (M7')s2 = O(ne™).

Pour passer du sommet 5 au sommet 2 dans le graphe nous sommes forcés de passer par
les trois composantes fortement connexes. Dans ce cas, A = ¢ = % et d +1 = 3 de sorte que
(M3)52 = ©(n*¢").

Enfin, pour passer du sommet 4 au sommet 2 dans le graphe nous sommes contraints
d’emprunter les trois composantes fortement connexes. Dans ce cas, A = max {2, p} =2etd+1=1
de sorte que (M$)42 = O(2").

Remarquons finalement que les comportements des éléments (M7')s1, (M{)s52, (M{)e1 et
(M{")62 (resp. (M3')s.1, (M3)5.2, (M3')e1 et (M3)62, resp. (Mg)ay, (Mg')az2, (Mz)s1 et (Mg')s2)
sont identiques puisqu’il suffit de reproduire le raisonnement précédent. Ainsi, la derniére partie du
lemme 2.2.2] est satisfaite.

2.3 Deuxiéme résultat sur le comportement asymptotique

Voici le deuxiéme résultat concernant le comportement asymptotique des éléments d’une puis-
sance naturelle d’'une matrice carrée M a coefficients naturels. Il montre que ce comportement est
soit nul, soit entiérement caractérisé par deux quantités qui dépendent non seulement de 1’élément
sélectionné, mais aussi du reste modulo p;;.

Proposition 2.3.1. Soit M € N wune matrice. Pour tous i,j7 € {1,...,m} et tout
r e {0,...,pm — 1}, soit (M"™PMF7Y; o est nul pour tout n € N suffisamment grand, soit il existe
A € Spec(MPM) N R>q et d € N tels que (M™MH7); + = ©(nd\").

Démonstration. Fixons i,j € {1,...,m} et r € {0,...,pyr — 1}. Supposons que nous ne sommes
pas dans le premier cas de 1'énoncé, i.e. supposons que (M"™M*T), i ne s’annule pas ultimement.
Par hypothése, nous devons passer au moins par une composante fortement connexe différente d’un
sommet isolé sans boucle sur les chemins joignant 7 & j dans le graphe G(M). Sinon, les longueurs
des chemins de i vers j dans G(M) sont bornées et la quantité (M"PMT"), . est nulle pour tout
n € N suffisamment grand. Par définition de pyy, il existeE| N € N tel que (M™M+7); i > 0 pour
tout n > N. Par conséquent, I’ensemble

K, ={ke{l,...,m}| (M"M); ,(M"); > 0 pour tout n € N suffisamment grand}

est non vide. Si k € K,, alors (M"M); ;. > 0 pour tout n € N suffisamment grand. Or on sait que
la matrice MPM a la forme demandée par le lemme [2.2.2] & une matrice de permutation prés gréce

12. Nous savons qu’il existe au moins un naturel N’ tel que (MN/PM+T)Z~J > 0 et tel que, sur ce chemin de longueur
N’'puy + 7 de 4 vers j dans G(M), nous rencontrons au moins une composante f. connexe différente d’un sommet
isolé sans boucle (sinon, nous finissons par ne plus voir des chemins de longueur assez grande). Notons p la période
du bloc irréductible différent de (0)1x1 correspondant & une composante f. connexe rencontrée et différente d’un
sommet isolé sans boucle et k le sommet de celle-ci par lequel passe le chemin considéré de i vers j dans G(M). Par
la proposition [1.3.33] nous savons qu’il existe N € N tel que tous les cycles sur k de longueur np existent vraiment
dans G(M) pour tout n > Nj. Puisque py est un multiple de p, on va aussi voir tous les cycles sur k de longueur
npy dans G(M) pour tout n > Ny, avec Ny, € N. Dans ce cas, (M™M*7), . > 0 pour tout n > (N’ + Ny).
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a la proposition [1.3.42] Ainsi, par ce lemme, il existe Ay € Spec(MPM) N R>; et di € N tels que
(M"PM); = ©(n A7), Définissons les deux quantités

A:=max{)\; | k € K,} € Spec(MPM)NR>; et d := max{d | k € K, et A\, =} € N.

Par le lemme si k € K, le réel A\; est obtenu en prenant le plus grand rayon spectral des blocs
primitifs correspondant aux sommets rencontrés sur tous les types de chemins joignant le sommet
qui correspond & la composante contenant ¢ & celui qui correspond & la composante contenant k
dans G¢(MPM), pour autant que (M")y ; > 0 (cette derniére condition donne une contrainte sur les
chemins que nous pouvons regarder). Par ce méme lemme, le naturel di+1 est le nombre maximal de
blocs primitifs possédant un rayon spectral égal & A; et correspondant aux sommets sur les chemins
envisagés dans Ge(MPM). Par conséquent, pour trouver la quantité A définie ci-dessus, nous devons
regarder tous les chemins joignant le sommet correspondant a la composante contenant ¢ au sommet
correspondant a la composante contenant k& dans le graphe de chemins G¢(MPM) et ce, pour tout
ke K,.

Considérons maintenant ky € K, tel que A\g, = A et di, = d. Alors, pour tout n € N suffisamment
grand, nous avons

(MM oo (M7 )y i < (MTPMFETY; 5 < Z (MM ) 3 (M), 5,
kek,

ce qui montre que (M"PMFT); . = O(ndA"). O

En particulier, cette proposition permet d’associer deux quantités a n’importe quelle composante
d’une matrice carrée a coefficients naturels et a n’importe quel reste.

Définition 2.3.2. Soit M € N une matrice. Pour tous i,5 € {1,...,m} et tout
r € {0,...,pnm — 1}, nous notons A(i,j,r) € Spec(MPM) N R>y et d(i,7,7) € N les deux quan-
tités A et d de la proposition si (M™M*T), - n'est pas ultimement nul (lorsque n tend vers
'infini) et nous posons A(i,7,7) = 0 et d(i,j,r) =1 sinonm

Remarque 2.3.3. Soit M € N une matrice. Fixons 4,5 € {1,...,m} et r € {0,...,pm — 1}.
Considérons A(i, j,7) € Spec(MPM) N R>1 et d(i,7,7) € N les deux quantités de la définition m
Nous savons, par le lemme que le réel \(1, j, r) est en fait le rayon spectral d'un bloc primitif P
de la diagonale de la forme triangulaire inférieure par blocs obtenue pour M par la proposition|I.3.42}
Nous savons que ce bloc provient d’un bloc irréductible A # (0)1x1 de la diagonale de la forme
triangulaire inférieure par blocs obtenue pour M par la proposition Ainsi, on a

i, j,7) = p(P) = p(A)PM

par la sous-section [1.4.5] Le théoréme de Perron—Frobenius permet d’affirmer que le réel
1 1L
p(P)pv = A(i,7,7)PM est une valeur propre de A et, par conséquent, aussi une valeur propre
1
de M. En effet, procédons par I’absurde et supposons que p(P)?m n’est pas une valeur propre de

2irm

_1
A. 1l existe alors r € {1,...,par — 1} tel que p(P) provient de la valeur propre p(P)?m e?m de A.
i 1

1 2irm 1
Si p(A) = |p(P)Pm e?um |, alors, par le théoréme de Perron—Frobenius, on sait que p(P)?m est une
valeur propre réelle strictement positive de A. On obtient une contradiction. Par conséquent, p(A)
1

est un réel strictement plus grand que p(P)?m . Dans ce cas,

1 2irm 2irm

[p(P)7i eai | < p(A) = [p(P)7i e s [P < p(APPM = p(P) < p(A)Y,

ce qui est impossible.

13. N’importe quelle valeur naturelle de d(%, j,r) convient dans ce dernier cas. Le choix d(i,j,r) = 1 est arbitraire.



50 Chapitre 2. Comportement asymptotique

L’exemple suivant montre que nous ne pouvons pas espérer mieux quant & la dépendance des
quantités A et d de la proposition [2.3.1] En effet, nous allons voir qu’elles dépendent effectivement
des éléments i, j et du reste r.

Exemple 2.3.4. Considérons le morphisme g : {a,b,c,d,e, f}* — {a,b,c,d,e, f}* défini par
g(a) = bd, g(b) = cc, g(c) = bfb, g(d) = feee, g(e) = ddd et g(f) = €. Nous remarquons que
g est effacant, i.e. il existe une lettre de I’alphabet dont 'image par le morphisme est le mot vide
(nous reviendrons plus tard sur cette notion). La matrice d’'incidence du morphisme g est donnée
par la matrice

Maty, = M =

OO RO RO
RO OO N O
W OO OO
OO WMo OO
OO OO OO

OO Ol OO

et le graphe associé & M se trouve & la figure [2.4

FIGURE 2.4 — Graphe G(M) associé a la matrice carrée positive M.

Nous voyons que les périodes des deux blocs diagonaux de M irréductibles et différents de (0)1x1
sont égales & 2. De plus,

0/(010{0(0|O0
0(4/0{0(0|0
21014101010
2 _
M= 0[{0[0|9]|0]|0 |’
3/0/0{0(9|0
112]01013|0
ce qui permet d’affirmer que py; = 2 et que Spec(M?) = {0,0,4,4,9,9}. On peut montrer par

récurrence que, pour tout n € Ny,

0 0 0] o0 0 |o
0 22n 1 0 | 0 0 |o
g2n—1 0o [22] 0 0 |0
M2n —
0 0 0 [3™] 0o o0
32n—1 0 0] o 3 |o
32n72 22n71 0 O 32n71 0
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et
0 0 0 0 0 |0
22n 0 |22t 0 0 |0
A2 0 [22¢71] 0 0 0 |0
- 32n 0 0 0 32n+1 0
0 0 0 [3fL] o o
22n71 0 22n 32n 0 0

Nous souhaitons examiner le comportement asymptotique de 1'élément (M™)g,1. Le graphe nous
montre que, pour passer du sommet 6 au sommet 1, nous avons deux possibilités : nous pouvons
passer par la partie supérieure du graphe et emprunter dés lors des chemins de longueur impaire
ou nous pouvons prendre la partie inférieure du graphe et considérer des chemins de longueur
paire. Grace aux formes obtenues pour les puissances naturelles de la matrice M, nous obtenons le

tableau 2.11

‘ (M2n+r)6’1 ‘ )\(6, 177“) e Spec(M2) ﬂRZl ‘ d(67 1,7‘) eN
=0 e[ 9 0
r=1| @) 1 0

TABLEAU 2.1 — Valeurs des quantités A\(6,1,7) et d(6,1,r) en fonction du reste r € {0, 1}.

Nous voyons que les deux quantités A(6, 1,r) et d(6, 1,r) de la proposition précédente dépendent
effectivement de I’élément (6,1) et du reste modulo pys considéré. Remarquons que nous pouvons
refaire le méme raisonnement pour les autres composantes de la matrice M si nous le souhaitons.
Par exemple, pour passer de 2 (resp. 4) a 1 dans le graphe, nous ne pouvons emprunter que des
chemins de longueur impaire. Par conséquent, (M?")y1 = 0 (resp. (M?"),1 = 0) pour tout n € N.

2.4 Troisiéme résultat sur le comportement asymptotique

Par la proposition , il est possible de réorganiser les états d’une matrice carrée M (& coeffi-
cients naturels) de sorte qu’elle a une forme triangulaire inférieure par blocs ou les blocs diagonaux
sont irréductibles. Le lemme suivant affirme que les éléments d’un bloc, non nécessairement situé
sur la diagonale, ont tous le méme comportement asymptotique (& un changement d’exposant prés).

Lemme 2.4.1. Soit M € N\ une matrice triangulaire inférieure par blocs de la forme

Bii O . 0
Bs1 Bap :
: : 0
Bs1 -+ Bss-1 DBsgs
ou les blocs diagonaux Bgy avec £ € {1,...,s} sont des matrices irréductibles. Soient k,{ avec

1<t <k<s. Soienti,je{l,...,m} tels que M;; est une composante du bloc By . Supposons
qu’il existe r € {0,...,pp — 1}, A € Spec(MPM) NR>y et d € N tels que (M™PMTT); ; = O(ndA\").

(i) Si My ;i est une composante du méme bloc By g aveci',j" € {1,...,m}, alors il existe un reste
' € {0,...,par — 1} tel que (M™PMHT"), 0 = O(nd\").

(i1) Si le bloc diagonal By est irréductible et différent de (0)1x1, alors, pour tout reste
e {0,...,pm — 1}, il existe 7' € {1,...,m} tel que My ; est un élément du bloc By et
tel que (MTPMH"), o = ©(ndA™).

(13i) Si le bloc diagonal By est irréductible et différent de (0)1x1, alors, pour tout reste
e {0,...,pm — 1}, il existe 5 € {1,...,m} tel que M, est un élément du bloc By et
tel que (MTPMHT"), o = ©(ndA™).
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Démonstration. Pour plus de clarté, notons p := pyy.

Preuve de (2). Remarquons que M; ; et M; ;s (resp. M; jr et M ;) sont des éléments du bloc
diagonal By, (resp. Byy). Cette preuve se divise en trois cas selon la nature des blocs By, i, et By .

Premier cas : Supposons que ces blocs sont tous les deux irréductibles et différents de (0)1x1.
Notons py := pp,, (resp. ps := pp,,) la période du premier (resp. second) bloc. Occupons-nous
de détailler ce qu'il se passe au niveau du premier bloc. Vu le point (ii) du théoréme de Perron—
Frobenius, il existe une unique constante r := r(i’,4) € {0,...,pr — 1} telle que (BZ?;’C””)Z-/,Z- >0
pour tout n € N assez grand. Puisque p = nipir avec ni € Ng, on en tire que, pour tout n € N assez
grand,

(BZT”)Z-/,Z- = (Bmkpﬁn)i/,z’ > 0.

Vu la forme de la matrice M, (M™*71);; = (B ), > 0 pour tout n € N assez grand. Puisque
p > pg, il est donc possible de trouver deux constantes 1 € {0,...,p — 1} et n; € N telles que
(Mm™PF7r1), > 0. Nous pouvons effectuer le méme raisonnement sur le second bloc et trouver des
constantes 79 € {0,...,p— 1} et ng € N telles que (M"2P*"2); . > 0. Définissons la constante
R =711 +ry+ 7+ (n1 +n2)p. Pour tout n € N, nous avons alors

(MY = (PP (M) (M) (M (29)
De maniére analogue, le raisonnement précédent permet de trouver une unique constante
r3 :=r(i,i’) € {0,...,pr — 1} telle que (BZZ;HT?’)M > 0 pour tout n € N assez grand. Par le point
(iii) du théoréme de Perron-Frobenius, nous savons que 73 = —r1 (mod py). Ainsi, (B} )i > 0
pour tout n € N assez grand. Puisque p = nipr avec ni € Ny, on en tire que

(M"Y, = <BZ,];C_T1)i’i, _ (BZkak—"'l)i,i/ >0

pour tout n € N assez grand. Par conséquent, il existe une constante naturelle ng > n; telle que
(M(”Q‘_”l)p_”)i,i/ > 0. En procédant de la méme facon sur le second bloc, il existe une constante
naturelle ng > ny telle que (M(”“"?)p*”?)j/’j > 0. Pour tout n € N, nous avons

(Mrnstnaptry, o> (M s=mIp=ry s (M RY, s (M ramm2emry (2.10)

En mettant les inégalités (2.9) et (2.10) ensemble, nous obtenons alors que, pour tout n € N,

(Mmp+r1),, ,(anJrr)A ’(MnQerTQ) L, < (an+R) Lo < (M(”+n3+n4)17+r)i7j
vt J b= = (M(n:a—m)p—?“l)i’i,(M(M—nz)p—m)

.

3’
Considérons les deux constantes strictement positives

1

N nip+riy., . naptrey . o
Cl = (M )z ,z(M )JJ et C2 : (M(n3_n1)p_”)i7i'(M(n4_n2)p_m)j’

J

Il est ensuite possible d’écrire R sous la forme gp 4+’ avec v’ € {0,...,p — 1}. Par hypothése, nous
savons qu’il existe des constantes K, L > 0 telles que, pour tout n € N assez grand, on a

C1Kn\" < (M(n+q)p+rl)i/,j/ < CyL(n + ng + ng)dAntnstna,

Puisque ¢, ns, ng sont des constantes, nous en tirons le comportement asymptotique souhaité.
Deuxiéme cas : Supposons maintenant que ces deux blocs sont nuls de dimension 1. Alors i/ = ¢
et 7/ = j et énoncé du lemme est vérifié puisque M; j = M; ; (il suffit de prendre v’ = 7).
Troisiéme cas : Supposons que le premier bloc est irréductible et différent de (0)1x1 et que le
second est nul de dimension 1 ('autre cas se traite de la méme fagon). Nous savons alors que j' = j.
En reprenant les notations du premier cas, il existe des constantes 1 € {0,...,p— 1}, n; € Net
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ng € Nsp, telles que (M™PT71), ;> 0 et (M("f”_”l)p_”)i,i/ > 0.Si R=ry+7+ nip, alors, pour
tout n € N,

(M R)ir 2 (M) (M), (2.11)

), )

et, pour tout n € N,
(MUFrary, 5> (MU= P=rn) 5 (MR 5. (2.12)

En mettant les inégalités (2.11]) et (2.12) ensemble, nous obtenons alors que, pour tout n € N,

< (an+R)/ . < (M(n+n3)p+7‘)lm7
=~ i = (M(ng—ﬂ&)p—rl)i’i/ .

(M™PETLY (MTPET)

,

En écrivant R = gp + 1’ avec v’ € {0,...,p — 1} et en utilisant ’hypothése et 'inégalité ci-dessus,
nous trouvons des constantes K, L > 0 telles que, pour tout n € N assez grand,

Knd)\n < (M(n+q)p+rl)i/,j < L(n+n3)d)\n+n3-

Puisque ¢, n3 sont des constantes, nous en tirons le comportement asymptotique espéré.

Preuve de (é2). Démontrons la deuxiéme partie de I’énoncé, la troisiéme partie pouvant étre
prouvée de la méme fagon. Soit 7’ € {0,...,p — 1}. Puisque By, est un bloc irréductible différent de
(0)1x1, il correspond & une composante fortement connexe du graphe G(M) différente d’'un sommet
isolé sans boucle et le sommet i est 1i¢ a tous les sommets de cette composante dans G(M). 11 existe
donc ¢’ € {1,...,m} tel que My ; est un élément du bloc diagonal By, ;. et tel que (Mp_"”/)i/’i > 0.
Nous avons

(anJrrl)i’,j > (MpfrJrr’)i,
pour tout n € Ny. Puisque By est un bloc irréductible différent de (0)1x1, il existe au moins un
chemin de longueur strictement positive de i vers i’ dans G(M). Considérons un tel chemin et notons
¢ sa longueur. La situation envisagée est reprise a la figure [2.5

Z.(M(nfl)err)i’j

)

APk
I ~c I
p=r+r

FIGURE 2.5 — Chemins entre les sommets i et 4.

Nous savons que ¢ +p —r+7' =0 (mod p) si p := pp, ,, est la période du bloc By ;. Comme
c,p+1" —r € Ny, il existe une constante a € Ny telle que c+p—7r+71" = ap; ot ap; est la longueur
du cycle créé sur le sommet i dans G(M). On a donc (MOPE—P+r=""), 5 = (M®); » > 0. Dans ce
cas, pour tout n € Ny, (M"*Pk—P +T_r,)i,i’ > 0 puisque nous pouvons emprunter le cycle créé sur ¢
autant de fois que nous le voulons. Par définition de p, il existe ny € Ny tel que p = ngpg. Dans ce
cas, (Mzo‘p_err_T,)i,z” > 0. Ainsi, nous avons

(M(n-l-?a—l)p—i-?“)i’j > (M(Qoz—l)p-l—r—r’)‘ (anﬁ-r’)‘ )

0,4’ i',j
pour tout n € N. Au total, nous avons donc
(M(n—l—Qa—l)p—H") ;

p—r+r'y (n=D)p+ry. . nptr'y 4.3
(M )z’,z(M )m < (M )Z’J < (M(2a71)p+rfr’)i’i,

pour tout n € Ng. Par hypothése, il existe des constantes K, L > 0 telles que, pour tout n € N assez
grand,

- ) B , L(n + 20 — 1)d)\n+2a71
+riy _1\d 1 +ry
(Mp e )1/,1K(n 1) A" < (an " )l/,] < (M(Za—l)p—i-r—?"’)i i

Puisque 2« est une constante, nous en tirons le comportement asymptotique désiré. ]
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Remarque 2.4.2. Le lemme précédent montre en particulier que tous les restes sont rencontrés le
long de chaque colonne (resp. chaque ligne) d’un bloc By ¢ dont 'indice de ligne (resp. de colonne)
k (resp. ¢) correspond & un bloc diagonal By i, (resp. Byy) irréductible différent de (0)qx1.

Dans ’exemple suivant, nous illustrons le lemme dans le cas ou des blocs diagonaux nuls appa-
raissent.

Exemple 2.4.3. Considérons le morphisme ¢ : {a,b,c,d,e, f}* — {a,b,c,d,e, f}* défini par
g(a) = bb, g(b) = aea, g(c) = ddfd, g(d) = ccc, gle) = € et g(f) = €. Sa matrice d’incidence
est donnée par

Mat, = M =

OO Ol O
OO OO N
HIOoOlWw oo O
OO WMo O
OO OO O
OO O OO O

et le graphe associé & M se trouve & la figure [2.6

FIGURE 2.6 — Graphe G(M) associé a la matrice carrée positive M.

Les deux premiers blocs diagonaux de M sont irréductibles (voir l’exemple pour s’en
convaincre). Le bloc nul de dimension 2 situé le plus en bas a droite ne doit pas étre considéré comme
un bloc diagonal de dimension 2, mais doit étre découpé en deux blocs diagonaux nuls de dimension
1. En effet, s’il est considéré dans son entiéreté, nous allons montrer que le lemme précédent n’est
plus vérifié. Rappelons qu’en termes de graphe, les blocs nuls de dimension 1 correspondent a des
sommets isolés sans boucle. Nous pouvons montrer que py; = 2, Spec(M?) = {0,0,4,4,9,9} et que

m 0|0 000 0 2-4"] 0 0 [0 0
0 4"/ 0 00 0 2.47 0 0 0 |00
0 0[9" 00 O 0 0 0 3-9"[0 0

2n __ 2n+1 _
MZ=1"9 olo orloo | M7= o 0o |39 0 |00
S 0]0 000 0 4" 0 0 [0 0
0 0|0 %1]00 0 0 |9 0 |00

pour tout n € Ny. En fait, chaque bloc irréductible différent de (0)1x1 sur la diagonale de M donne
naissance a une matrice diagonale par blocs avec deux blocs diagonaux primitifs sur la diagonale de
M?. Remarquons, au passage, que la proposition est respectée pour ces blocs.

Ici, les éléments (M?")5; et (M?"1)55 ont le méme comportement asymptotique en ©(4")
(avec 4 € Spec(M?)NR>1). Cependant, si nous ne découpons pas le bloc diagonal nul de dimension
2 en deux blocs diagonaux nuls de dimension 1, le comportement des éléments Mg 1 et Mg o doit étre
similaire & celui des éléments Ms 1 et M52 (&4 un changement de reste prés). Ce n’est évidemment
pas le cas puisque, d'une part, le comportement des deux premiers est toujours nul et, d’autre part,
le comportement des deux autres est en ©(4™). Cette remarque montre que le découpage des blocs
est nécessaire. En termes de graphe, cela signifie que nous avons deux sommets isolés : I'un atteint
la composante fortement connexe correspondant au premier bloc diagonal, tandis que 'autre ne
I’atteint jamais.
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En opérant le découpage du bloc, le lemme est vérifié. En reprenant les notations de ce lemme,
s = 4 et nous notons les sous-blocs de M comme suit :

0 2 00 0 3
31,1=<2 0>,BQ,1=<0 0>732,2:<3 0),33,1:(0 1),

33’2:(0 0),3373234’3234,4:(0),B471:(0 0), et B4’2:(1 0).

Regardons ce qu’il se passe au niveau des blocs diagonaux différents de (0)1x1. Supposons que
M; ; est une composante de By (resp. Bz3). La forme particuliére des matrices M n ot M2t
pour tout n € Ny permet de voir que soit (M?"); ; = ©(4") (resp. (M?"); ; = ©(9")) et r = 0, soit
(M2, o = ©(4™) (resp. (M?"T1),; = ©(9")) et r = 1. Nous sommes bien dans les conditions
du lemme puisque 4 € Spec(M?) NR>; (resp. 9 € Spec(M?) NR>1) et d = 0 € N. En observant
encore une fois les matrices M?" et M?**! pour tout n € Ny, nous voyons que, pour tout autre
élément My j» de By (resp. Bag), soit (M?")y i = ©(4") (resp. (M*"); = ©(9")) et v’ = 0, soit
(M), 5 = ©(4") (resp. (M), i = ©(9™)) et v’ = 1. Dés lors, les deux éléments ont le méme
comportement asymptotique (& un changement d’exposant prés). De plus, sur chaque ligne (resp.
chaque colonne) du bloc By 1 (resp. By 2), tous les restes sont rencontrés.

En ce qui concerne le cas des blocs B3 1 et By 2, nous pouvons refaire le raisonnement précédent
et aboutir aux mémes conclusions. Remarquons seulement que tous les restes sont rencontrés le long
de 'unique ligne du bloc considéré.

Enfin, nous voyons que, si M; ; est une composante d'un des blocs Ba 1, B3 2, B33, Ba 1, B3 ou
By 4, alors (M™); ; = 0 pour tout n € Ny et nous n’entrons pas dans les hypothéses du lemme.

2.5 Quatriéme résultat sur le comportement asymptotique

Si M est une matrice carrée a coefficients naturels, ce dernier résultat s’intéresse au comporte-
ment asymptotique de la somme des éléments (M™); ; situés sur une méme ligne i (resp. une méme
colonne j) de la matrice M.

Lemme 2.5.1. Soit M € N' une matrice.

(1) Pour tout i € {1,...,m}, il existe X\ € Spec(M) N (R>1U{0}) et d € N tels que

Z(Mn>i,j = @(nd)\”)
j=1
(i7) Pour tout j € {1,...,m}, il existe A € Spec(M) N (R>1U{0}) et d € N tels que

m

D (M) 5 = O(n?A"m).

i=1

Démonstration. Par la proposition|[l.3.22] & une matrice de permutation prés, nous pouvons supposer
que la matrice M est une matrice triangulaire inférieure par blocs de la forme

Bii 0 .. 0
Bs1 Bap ;

: . 0
Bs,l e Bs,s—l Bs,s

ol les blocs diagonaux sont des matrices irréductibles. En effet, les sommes considérées dans I’énoncé
du lemme sont indépendantes de la permutation (les lignes et les colonnes sont permutées de la méme
fagon). Nous démontrons le point (i7) du lemme, le point (i) découlant du passage a la transposée.



56 Chapitre 2. Comportement asymptotique

Pour cela, fixons j € {1,...,m}. Soit £ € {1,..., s} tel que la colonne j de M passe par les blocs dont

la colonne est indicée par . Pour tout k € {¢,..., s}, nous introduisons la notation suivante : si le
couple (7', j) est tel que M;s j» est un élément du bloc By, ¢, nous écrivons (7', j') € By ¢. Maintenant,
pour tout k € {/,..., s}, nous définissons les deux quantités

Ak, 0) = max{\(i,j,7) | (4,5) € Bre et r €{0,...,pp — 1}} € Spec(MPM) N (R>; U{0})

et
d(k,?) = max{d(i,7,7) | (4,7) € Bre,m € {0,...,pm — 1} et X(i,j,7) = Ak, £)} € N

si A(4,j,r) et d(i,j,r) sont pris comme dans la définition . Nous démontrons a présent deux
résultats intermédiaires utiles.

Premier résultat. Pour tout k € {/,...,s} tel que By est un bloc irréductible différent de
(0)1x1, nous affirmons que, pour tout reste r € {0,...,py — 1}, la somme des éléments (M"™PM+7), ;
de la colonne j appartenant au bloc By ¢ est égale a ©(nd®O\(k, £)"). Fixons un tel k € {¢,...,s}.
Tout d’abord, par définition des deux quantités A(k, ) et d(k,£), il existe un couple d’indices
(',7") € By et un reste v’ € {0,...,par — 1} pour lesquels

A7) = Ak, €) et d(d', 5’ r") = d(k, 0).

Ensuite, par définition, pour tous i”,j” € {1,...,m} et tout " € {0,...,ppr — 1}, A&, 5", 7") et
d(i", 7", r") peuvent essentiellement prendre deux formes :

(i) A(@",j",r") € Spec(MPM)NR>y et d(i”,5”,r") € N ou

(i1) (", 53", 7")y=0et d(i", 5", ") = 1.
Ainsi, A(k,¢) = 0 uniquement si toutes les quantités A(i”,j”,r”) sont nulles pour tous
i7" e {1,...,m} tels que (¢",j") € By et tout " € {0,...,pap — 1}. Dans ce cas, d(k,?) = 1.
Par conséquent, pour tous ¢”,j” € {1,...,m} tels que (", j”) € By, et tout " € {0,...,py — 1},
(M"pM”N)iu,jn = 0 pour tout n € N suffisamment grand. On en tire que, pour tout
r € {0,...,pm — 1}, la somme des éléments (M"PMF7); . de la colonne j appartenant au bloc
By, ¢ est égale a O(nUkO\(k,£)™) = 0, ce que nous voulions montrer. Nous pouvons donc supposer
que A(k,€) # 0, i.e. A(k,£) € Spec(MPM) N R>;.

Pour n’importe quel couple (¢, j") € By, ¢, nous savons, grace au point (i) du lemme qu’il

existe un reste v’ € {0,...,pyr — 1} tel que

)\(Z-///’j///, T,/,) — )\(k,é) et d(ill,,j///, T,//) — d(k’g)

En particulier, ceci est vrai pour tous les couples (i"”,j) € By . Ensuite, par le point (i7) de ce

méme lemme, pour tout r € {0,...,py — 1}, il existe i € {1,...,m} tel que (4, j) € By ¢ et tel que
A, j,r) = Nk, ) et d(i,j,r) = d(k,?).

Ainsi, pour tout r € {0,...,pyr—1}, la somme des éléments (M4 1), ; de la colonne j appartenant
au bloc By est égale a ©(nd®O\(k, £)") puisque le comportement maximal domine.
Second résultat. Soit k € {/,...,s} tel que By ; = (0)1x1. Dans ce cas, le bloc By, ¢ ne contient

qu’une unique ligne et il n’existe par conséquent qu’un seul naturel noté ¢ tel que (7, j) € By . Nous
affirmons alors que, pour tout r € {0,...,py — 1}, soit A(4, j,7) = 0, soit il existe k' € {¢,..., s} tel
que By iy est une matrice irréductible différente de (0)1x1, A(4,7,7) < A(K', £) et d(i, 5,7) < d(K, 0).
En généralEL pour tout r € {0,...,py — 1},

(i, j,7) = max{A(i, j,ri ) | 1 <& <metn;y #0} (2.13)

14. Si n; 4 > 0, les chemins de ¢’ vers j de longueur npy + 7 — n;» avec n € N assez grand permettent de
construire des chemins de longueur npy + r de i vers j dans G(M). Par conséquent, si ' = r — n; ;» mod pu, alors
(i, 7,7) > X', J,7"). En termes de graphe, puisque By ;s = (0)1x1, le sommet i est isolé dans sa composante f. connexe.
Dans ce cas, le comportement asymptotique de I’élément M; ; est donné par le plus grand comportement asymptotique
des éléments My ; ou ¢ est un sommet atteignable dans G(M) depuis 4, ce qui montre 1'égalité concernant A(4, j, r).
De plus, nous avons choisi n; ;» le plus petit possible de sorte qu’il est bien défini. Pour ’autre égalité, on procéde de
méme.
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et
d(i,j,r) = max{d(i’,j,ri’i/) |1 <i' <m, nii 70 et A(4,7,7) = (i, 7, i)} (2.14)

ol n; i est le plus petit naturel n tel que (M™); + > 0 et r; y =1 —n; » mod pps € {0,...,papr — 1}.
Fixons un reste r € {0,...,pm — 1} et supposons que A(i,7,r) # 0. Puisque By = (0)i1x1 et
grace aux égalités (2.13) et (2.14)), il existe ' € {1,...,m} et ' € {0,...,py — 1} tels que i’ # i,
i, 4,r) =A@, 4, r') et d(i, j,r) = d(i, j,7"). Puisque By, est un bloc ligne, I'élément My ; appar-
tient forcément & un autre bloc By avec k' € {¢,..., s} \ {k}. De plus, il doit exister un tel indice
K e {¢,...,s}\ {k} tel que By j est un bloc irréductible différent de (0)1x1. En effet, puisque
(MM JrT) est non nul pour tout n € N assez grand, nous devons passer au moins par une compo-
sante fortement connexe différente d’un sommet isolé sans boucle, sinon le nombre de chemins liant
le sommet i au sommet j dans G(M) est borné. Par définition, nous avons donc

A, g, r) = i, j,r'") < MK, €) et d(i, j,r) = d(@', j,7") < d(K', £).
Nous pouvons désormais démontrer le lemme. Définissons les deux quantités

Ai=max{A(k,0) | £ <k <s} et d:=max{d(k,0) |l <k<set Ak, l)=A}.

Pour tout r € {0,...,py — 1}, nous avons
m
S =Y 3T o,
i=1 k=¢ 1<i<m
(i)j)eBk,Z
_ npyp+ry . nPM+7" .
= DD (MM YT Y (M),
I<k<s 1<i<m 0<k<s 1<i<m
B,k #(0)1x1 (4,7)€Bg,e Bi,k=(0)1x1 (4,j)€Bg,¢

Grace au second résultat établi plus haut, nous savons que les comportements des éléments si-
tués dans les blocs diagonaux égaux a (0)1x1 sont soit nuls, soit majorés par les comportements
des éléments situés dans les blocs diagonaux irréductibles non nuls. Par conséquent, pour tout
r€{0,...,pm — 1}, le comportement de Y ;" (M™M*T); i est déterminé par

o ety = Y om BN, 0") = 0(niA)

I<k<s 1<i<m I<k<s
B,k #(0)1x1 (,5)€EBr ¢ Bk #(0)1x1

ol la premiére égalité provient du premier résultat démontré. Finalement, puisque ce dernier résultat
est vrai pour tous les restes, nous obtenons

m

301, -6 (7).

i=1

_1
ce qui termine la preuve puisque APm € Spec(M) N (R>; U{0}) par la remarque [2.3.3/et d € N. [

Remarque 2.5.2. Nous pouvons donner la description des deux quantités qui déterminent le com-
portement asymptotique du lemme précédent. Comme dans la preuve, considérons le cas (ii) et
supposons que la matrice M a une forme triangulaire inférieure par blocs ol les blocs diagonaux
By sont irréductibles pour tout £ € {1,...,s}. Fixons j € {1,...,m} et considérons £ € {1,...,s}
tel que la colonne j de M passe par les blocs dont I'indice de colonne est £. D’aprés la preuve du
lemme, \PM est le plus grand des réels \(7, j,r) pour i € {1,...,m} et r € {0,...,ppr — 1}.

Par le lemme [2.4.] il suffit de regarder les comportements asymptotiques sur la colonne j. En
effet, si k € {/,..., s} est tel que By i est un bloc irréductible non nul, le lemme montre que les
comportements asymptotiques des éléments du bloc By, ¢ sont identiques (& un changement de reste
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prés) et que, pour n’importe quel reste r € {0,...,pas — 1}, le comportement en O (nd*-H\(k, £)")
est rencontré sur la colonne j. Par la preuve du lemme , nous voyons que, sik € {{,..., s} est tel
que By = (0)1x1, les comportements asymptotiques des éléments du bloc By, ¢ sont soit nuls, soit
majorés par les comportements asymptotiques des éléments des blocs By g o k' € {¢,..., s} \ {k}
est tel que By s est un bloc irréductible non nul. De plus, 7 peut prendre toutes les valeurs entre
1 et m puisque les comportements des éléments au-dessus de la diagonale sont nuls pour tous les
restes r € {0,...,par — 1}.

Par le lemme [2.2.2 et par la proposition on voit que A est le plus grand rayon spectral des
blocs irréductibles By i, avec k € {{, ..., s} pour lesquels il existe i € {1,...,m} tel que M;; est un
élément du bloc By, et tel qu’il existe un chemin de ¢ vers j dans G(M).

Enfin, de la méme fagon, la quantité d est le plus grand des naturels d(i, j, ) pour i € {1,...,m}
et 7 € {0,...,pym — 1} et pour lequel A(i, j,r) = APM.

Exemple 2.5.3. Reprenons ’exemple Nous savons que pys = 2 et nous souhaitons examiner
le comportement de la somme des éléments de la premiére colonne. Vu les formes particuliéres des
matrices M?" et M?"*1 pour tout n € Ny données dans cet exemple, nous pouvons dresser le
tableau qui reprend l'ensemble des valeurs des deux quantités A\(i,1,7) et d(i,1,7) au sein des
triplets (7,1, r) pour tout i € {1,...,6} et tout r € {0, 1}.

(¢, 1,7) | Mg, 1,7) | d(i,1,7) (¢, 1,7) | A4, 1,7) | d(i,1,7)
(1,1,0) 0 1 (4,1,0) 0 1
(1,1,1) 0 1 (4,1,1) 9 0
2.1,00| 0 1 (5,1,0)| 9 0
(2,1,1) | 4 0 (5,1,1) 0 1
(3,1,0) 4 0 (6,1,0) 9 0
(3,1,1) 0 1 (6,1,1) 4 0
TABLEAU 2.2 — Valeurs des quantités A(i,1,7) et d(i,1,r) au sein des triplets (i,1,r) pour tout

i€{l,...,6} et tout r € {0,1}.

En prenant les notations de la preuve du lemme [2.5.1] s = 4 et £ = 1. Par conséquent, les valeurs
de (A(K,€))req1,....ap,e=1 et de (d(k, €))reqa,... 4},0=1 sSONE

A1,1) =0, d(1,1) =1, X(2,1) =4, d(2,1) =0,
A3,1) =9, d(3,1) =0, A4,1)=9, d(4,1) =0.
Nous avons deux blocs irréductibles non nuls et deux blocs nuls de dimension 1. Dans la preuve du

lemme les deux résultats intermédiaires sont vérifiés. En effet, pour le premier résultat, pour
tout reste r € {0, 1},

3 5
D (M0 = 0(") = O(nIHVNR, 1)) et Y (M) = 0(9") = OmIEDAB, 1)").

)

i=2 i=4
Pour le second, nous avons tout d’abord que A(1,1,r) = 0 pour tout reste r € {0,1} et ensuite que
A(6,1,0) < A(3,1) et d(6,1,0) < d(3,1), A(6,1,1) < A(2,1) et d(6,1,1) < d(2,1).

D’une part, grace aux formes des matrices M?" et M?"*! pour tout n € Ny,

6

Z(MQn—H")i’l — @(9")

i=1
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pour tout reste r € {0,1} et, d’autre part, vu la preuve du lemme,

6
Z(M%H_T)i,l — @(nd)\n)

i=1
pour tout reste r € {0,1} avec
A=max{A(k,1) |1 <k <4} =9 et d=max{d(k,1)|1<Ek<4det A(k,1)=A}=0.

Ces deux résultats coincident bien. Enfin, nous avons

6
D (M™);1 =6(3") = O(nAz)

i=1

avec \2 = 3 € Spec(M) = {-3,-2,0,0,2,3}. Remarquons que A2 est effectivement le plus grand
rayon spectral des blocs irréductibles sur la diagonale de M pour lesquels il existe un chemin d’un
sommet de la composante fortement connexe qui leur correspond au sommet 1 dans G(M ). De plus,
d est le plus grand d(i,1,7) avec i € {1,...,6} et » € {0,1} tel que A(z,1,7) = A (consulter le
tableau . En reproduisant le méme genre de raisonnement, on peut par exemple montrer que

6
> (M2 =6(2") = O(n"X'%)

=1

avec \' = 4, d = 0 et obtenir les mémes interprétations.

Cet exemple cloture le chapitre consacré au comportement asymptotique des éléments d’une
matrice carrée a coefficients naturels. Ce deuxiéme chapitre permet, en particulier, de donner le
méme genre d’informations sur les itérés d’un morphisme. En effet, pour comprendre le comporte-
ment de ces itérés, il est nécessaire d’étudier les puissances naturelles de la matrice d’incidence du
morphisme. Par conséquent, dans le chapitre suivant, nous étudions comportement asymptotique
des itérés d’un morphisme et nous prouvons le théoréme de Cobham dans sa version concernant les
mots morphiques.






Chapitre 3

Un théoréme de Cobham pour les
morphismes effacants

Le but ultime de ce chapitre est de démontrer le théoréme de Cobham affirmant qu'un mot
obtenu comme I'image, par un morphisme g, d’'un mot engendré par un morphisme f peut aussi
étre donné comme 'image, sous un codage 7, d’'un mot engendré par un morphisme ¢ non effacant.
En particulier, ce théoréme montre que 'on peut se débarrasser de 'effacement. Pour pouvoir le
démontrer, nous avons besoin de nouvelles notions concernant les morphismes que nous exposons
dans la premiére section de ce chapitre. Puisque le théoréme de Cobham que nous venons d’énoncer
est une version concernant les mots morphiques, la deuxiéme section est dédiée a ce concept. Enfin,
la preuve du théoréme nécessite plusieurs étapes et fait 'objet de la derniére section de ce chapitre.
Nous y établissons aussi le lien entre les types de croissance des morphismes f et o (par rapport
aux lettres initiales).

3.1 Quelques définitions élémentaires

Nous avons introduit les morphismes & la premiére section du premier chapitre de ce travail.
Dans la section qui nous occupe & présent, nous définissons de nouvelles notions les concernant.
Nous la débutons par deux classes particuliéres : les morphismes uniformes, dont les codages font
partie, et les morphismes effagants. Ensuite, nous définissons la notion de lettre (im)mortelle pour
un morphisme, suivie du concept de sous-morphisme d’un morphisme. A la fin de cette section se
trouve un résultat concernant le comportement asymptotique de la longueur des itérations d’un
morphisme sur n’importe quelle lettre de I’alphabet sur lequel il est défini.

Définition 3.1.1. Soient ¥ et I' deux alphabets. Si k est un naturel non nul, un morphisme
f X% = I' est k-uniforme si I'image de chaque lettre de 3 est un mot de longueur k. Si k =1, le
morphisme est appelé codage.

Exemple 3.1.2. Le morphisme ¢t de Thue—Morse de I’exemple est 2-uniforme. Le morphisme
FE de I'exemple [1.2.18| est un codage.

Dans ce qui suit, nous sommes confrontés & un certain type de morphismes : les morphismes
effagants.

Définition 3.1.3. Soient X et I' deux alphabets. Un morphisme f : ¥* — I'* est dit non effacant
si I'image de chaque lettre de 3 est un mot de longueur strictement positive. Dans le cas contraire,
il est dit effacant.

Exemple 3.1.4. Les morphismes de 'exemple précédent sont non effacants. Par contre, le mor-
phisme g de I'exemple est effacant.

61
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Un autre exemple de morphisme effagant est le suivant.

Définition 3.1.5. SiI est un sous-ensemble non vide de ’alphabet 32, nous définissons le morphisme
kyr: X — (2\I)* par

e siael

a sinon

kyr(a) = {

pour tout a € X.

Etant donné un morphisme sur un alphabet, nous pouvons séparer les lettres de cet alphabet
en deux groupes selon qu’une itération du morphisme rend le mot vide ou qu’aucune itération n’est
égale au mot vide.

Définition 3.1.6. Soient ¥ un alphabet et f : ¥* — ¥* un morphisme. Une lettre a € X est
une lettre mortelle (par rapport a ou pour ou encore de f) s'il existe n € Ny tel que f™(a) = e.
Une lettre qui n’est pas mortelle est une lettre immortelle (par rapport ¢ ou pour ou encore de f).
Nous définissons ¥4 ¢ (ou simplement X () comme étant I’ensemble des lettres mortelles de 3 (par
rapport & f) et ¥z ¢ (ou simplement ¥7) comme étant ’ensemble des lettres immortelles de ¥ (par

rapport & f).

Exemple 3.1.7. Considérons le morphisme f : {a,b,c}* — {a,b,c}" défini par f(a) = ab, f(b) =c
et f(c) = e. Nous voyons déja que ¢ € {a,b, C}M’f. De plus, f2(b) = f(c) = ¢, ce qui implique que
b € {a,b,c}, - Par contre, f%a) = a, fi(a) = f(a) = ab et f*(a) = abc pour tout n > 2. On en
tire que a € {a,b,c}7 ;.

Nous donnons ci-aprés la définition d’un sous-morphisme. Rappelons que, si f: A — B est une
application de A dans B et si A’ est un sous-ensemble non vide de A, nous notons f| 4 la restriction
habituelle de lapplication f a ensemble A’.

Définition 3.1.8. Soient ¥ un alphabet, f : ¥* — ¥* un morphisme et I un sous-alphabet non
vide de X. Si f(I") C IT'*, la restriction fp := f|p. : I'" — T'* est appelée sous-morphisme de f.

Exemple 3.1.9. Posons ¥ = {a,b,c,d} et définissons le morphisme f : ¥* — ¥* par f(a) = abb,
f(b) =a, f(c) = dac et f(d) = cbe. SiT = {a,b} C X, on voit que f(I") = {abb,a} C IT'*. Ainsi, le
morphisme fp : I — I'* défini par fr(a) = abb et fr(b) = a est un sous-morphisme de f.

Exemple 3.1.10. Considérons f : ¥* — ¥* un morphisme. Si ’ensemble 5 des lettres mortelles
de X n’est pas vide, alors la restriction de f & ¥ x4 est un sous-morphisme de f. En effet, si ¢ € ¥4,
alors il existe n € Ny tel que f"(c) = e. Ainsi, f(c) € £}, puisque f"~(f(c)) = f*(c) =e.

Maintenant, si le morphisme f est irréductible, le seul sous-morphisme de f est lui-méme. En
effet, il est d’abord clair que f est un sous-morphisme de lui-méme. Ensuite, si I' est un sous-
ensemble non vide et strict de X tel que f(I') C I'*, alors toutes les itérations du morphisme f sur
les lettres de I donnent des mots sur I'. Par conséquent, si nous fixons une lettre a € I' et une lettre
b € ¥\ T, nous ne pouvons trouver aucune itération f* avec k € N telle que | f*(a)|, est strictement
positif. Par la remarque nous Contredisonslﬂ le caractére irréductible de f. On en tire qu’un
tel sous-ensemble non vide et strict n’existe pas et que f est le seul sous-morphisme de f.

Le lemme suivant concerne le comportement asymptotique de la longueur des itérations d’un
morphisme sur n’importe quelle lettre de I'alphabet sur lequel il est défini et est une conséquence
de la proposition [[.T.10] et du lemme [2.5.1]

1. On peut aussi voir ce résultat sur les matrices. Si 'on ordonne les lettres de ¥ en commengant par les lettres
de A := X\ T puis celles de T', alors la matrice d’incidence de f est donnée, & une matrice de permutation prés, par

A T

A * 0
I * ok

puisque f(I") C I'*. Cette matrice n’est évidemment pas irréductible.
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Lemme 3.1.11. Soient 3 un alphabet et f : X% — X* un morphisme. Pour toute lettre a € 3, il
existe A € Spec(f) N (R>1 U{0}) et d € N tels que |f*(a)] = O(nA\").

Démonstration. Fixons une lettre a € N. Pour tout n € N,

@] = 1@ = 3 (Matga)ya = 3 (Mat?)yq

beS bex beY
en utilisant la proposition [1.1.10| pour la troisiéme égalité. Par le point (i7) du lemme m il existe
A € Spec(Matf) N (R>1 U{0}) et d € N tels que [f*(a)| = O(ndA"). O

Définition 3.1.12. Soient ¥ un alphabet, f : ¥* — ¥* un morphisme et a une lettre de X. Les
uniques quantités A € Spec(f) N (R>1U{0}) et d € N associées a la lettre a € ¥ dans le lemme
ci-dessus sont notées respectivement d(a) et A(a).

Tllustrons le lemme B.1.111

Exemple 3.1.13. Reprenons 'exemple @ Dans cet exemple, rappelons que pmat, = pg = 2.
De plus, Spec(Mat,) = Spec(g) = {—3,-2,0,0,2,3}. En examinant les diverses composantes des
matrices Matgn et l\/IatL,QJ"Jrl pour tout n € Ny, nous pouvons déterminer les quantités de la définition
précédente pour toutes les lettres de ¥ = {a,b,c,d, e, f}. En effet, la preuve du lemme nous
permet de dresser le tableau (3.1

A(€) € Spec(g) N (R>1 U{0}) | d(¢) € N
{=a 3 0
{=5b 2 0
{=c 2 0
{=d 3 0
f=c¢e 3 0
{=f 0 1

TABLEAU 3.1 — Valeurs des quantités A(¢) et d(¢) pour toute lettre £ de ¥ = {a, b, c,d, e, f}.

3.2 Les mots morphiques

Cette section est consacrée, comme son nom l’'indique, aux mots morphiques. Pour pouvoir
définir de tels mots, nous avons besoin d’une notion de convergence au sein des mots infinis. Cette
notion découle de la métrique associée a ’espace X“. Pour commencer cette section, nous définissons
donc une distance sur cet espace. Ensuite, nous définissons la convergence au sein des mots infinis
et nous I'étendons naturellement aux mots finis. Aprés, nous donnons la définition d’un morphisme
prolongeable. Grace & ces morphismes particuliers, nous pouvons définir les mots (purs) morphiques.
A la fin de cette section, nous donnons deux résultats asymptotiques concernant les morphismes
prolongeables, résultats qui permettent de définir le type de croissance d’un morphisme relatif & une
lettre de I'alphabet de définition du morphisme en question.

3.2.1 Distance et convergence

La distance évoquée dans l'introduction de cette section est la suivante.

Définition 3.2.1. Soit ¥ un alphabet. Nous pouvons munir 3“ d’une distance D définie comme
suit. Si x,y sont deux mots infinis sur ¥, on désigne par x Ay le plus long préfixe commun de x et
y. La distance D entre ces deux mots est alors définie par

0 six =Yy,
D(X>Y) = { 27|x/\y|

sinon.
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Intuitivement, deux mots infinis sont d’autant plus « proches » I'un de I'autre qu’ils ont un long
préfixe commun. Remarquons de plus que |x Ay| = min{i € N |x; # y;} si la suite (z;);en (resp.
(yi)ien) désigne 'ensemble des lettres du mot x (resp. y).

On vérifie alors la proposition suivante.

Proposition 3.2.2. L’application D définie précédemment sur X% X X% est une distance. De plus,
D est ultramétrique, i.e. pour tous x,y,z € ¥, D(x,y) < max{D(x,z),D(z,y)}.

L’espace (X“, D) est dés lors métrique. Grace a cette distance, la notion de convergence d’une
suite de mots infinis vers un mot infini a du sens.

Définition 3.2.3. Soit (zn)nen une suite de mots infinis sur 'alphabet . La suite (zyn )nen converge
vers le mot x € X¥ si, pour tout n > 0, il existe N € N tel que, pour tout n > N, D(zn, %) < 7.

De facon classique, nous pouvons démontrer 'unicité de la limite.

Proposition 3.2.4. Soit (zn)nen une suite de mots infinis sur l'alphabet ¥. Si la suite (Zn)neN
converge vers le mot x € X% et vers le moty € ¥¥, alorsx =y.

Exemple 3.2.5. Soit ¥ = {a,b}. Posons zg = bbb- - - et zy = a™bbb- - - pour tout n € Ny. Alors la
suite de mots infinis (zy),en sur X converge vers le mot infini x = aaa - -- € ¥¥.

Nous allons étendre la notion de convergence aux suites de mots finis.

Définition 3.2.6. Soit ¢ une lettre n’appartenant pas a l’alphabet X. Tout mot fini w € X* est en
correspondance biunivoque avec le mot infini weee--- de (X U {c})*. Une suite (wp)nen de mots
finis sur 3 converge vers le mot infini y € X si, et seulement si, la suite (wycce: -+ )pen de mots
infinis converge au sens de la définition [3.2.3| vers y.

Exemple 3.2.7. Considérons le morphisme f : {a,b,c}* — {a,b,c}* défini par f(a) = abc,
f(b) = ac et f(c¢) = b. En procédant par récurrence, on voit que f"(a) est un préfixe strictE|
de f"*!(a) pour tout n € N et aussi que la suite des longueurs (|f"(a)|)nen est strictement crois-
sante (puisque le morphisme est non effagant, nous ne faisons qu’ajouter des lettres lors d’itérations
successives du morphisme). Ainsi, il existe une suite (up)nen de mots finis non vides sur {a, b, c}
telle que ug = a et f™(a) = uou1 - - - u, pour tout n € N. On en tire que la suite (f"(a)),, oy converge
vers le mot infini limite y = upuqug - - - untny1 - -+ € {a, b, c}*.

Exemple 3.2.8. Soit (uy,)nen une suite de mots finis non vides sur un alphabet . Pour tout ¢ > 0,
on définit le mot fini v, € ¥* comme étant la concaténation ugug - - - up. La suite (vg)geny de mots
finis non vides converge vers un mot infini limite. Ce mot infini limite est la concaténation des mots
finis de la suite (u,)nen. En particulier, pour une suite constante u,, = v € ¥* pour tout n € N, on
a vy = ul™! et la concaténation d’un nombre infini de copies du mot fini u est notée u®.

3.2.2 Les morphismes prolongeables

Définition 3.2.9. Soient ¥ un alphabet et f : ¥* — ¥* un morphisme. Nous dirons que f est
prolongeable en une lettre a € ¥ si f(a) = au pour un mot u de ¥* et si lim, 1+ |f"(a)| = +o0.
Dans ce cas, la suite de mots finis (f"(a))nen converge vers le mot infini

1(a) = auf(u) () = Tim_f"(a)

Nous remarquons que f“(a) est un point ﬁer| du morphisme f. Il s’agit méme de 'unique point
fixe de f commencant par la lettre a. Finalement, nous dirons que le mot f“(a) est engendré par le
morphisme f ou que f engendre ce mot.

2. Par préfize strict d’'un mot w € %, nous entendons un préfixe de w de longueur strictement inférieure a |w|.
3. Un mot fini w (resp. un mot infini w) sur ¥ est un point fixe du morphisme f : ¥* — X" si f(w) = w (resp.

f(w) =w).
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Exemple 3.2.10. Reprenons le morphisme de Fibonacci défini sur 'alphabet ¥ = {0,1} par
f(0) = 01 et f(1) = 0. Alors f(0) = Ou ot u = 1 € ¥*. De plus, si nous notons (F}),en la
suite des nombres de Fibonacci de conditions initiales Fj = 1 et F| = 2 et donnée par la relation de
récurrence linéaire F,  , = F} | 4+ F}, pour tout n € N, nous voyons par récurrence que |f"(0)| = F},
pour tout n € N. Puisque la suite de Fibonacci (F)),en est strictement croissante, nous obtenons

lim [f"(0)]= lim F] = +oo.

n—-+o0o n—-+o0o

Ainsi, f est prolongeable en 0. La suite de mots finis (f™(0)),en converge donc vers le mot infini
f¥(0) = 0Lf(1)f2(1)f3(1) --- = 010010100100101001010 - - -
appelé mot de Fibonacci.

Remarque 3.2.11. Soient ¥ un alphabet et f : ¥* — ¥* un morphisme prolongeable en une lettre
a € X. Alors (f")¥(a) = f“(a) pour tout n € Ny, i.e. f™ est prolongeable en a et engendre le méme
mot infini. Soit n € Ny. Par hypothése, puisque f est prolongeable en a, nous savons qu’il existe un
mot u € ¥* tel que f(a) = au de sorte que

f2(a) = auf(u) f(u)--- .

Pour tout m € Ny, f™(a) = auf(u)--- f™ *(u). Alors f" est prolongeable en a et

(f™)%(a) = awf(u)-- f*7 ) fr(uf (@) - 77 w) 2P uf (@) - 77 ) -

wfu) - 7 w) f ) [P ) - 2 ) 2 () -

“(a).

Définition 3.2.12. Un mot infini w sur X est dit pur morphique ou pur substitutif s’il existe un

morphisme f : ¥* — ¥* prolongeable en une lettre a € ¥ tel que w = f“(a). Un mot infini est
morphique ou substitutif s’il est I'image, par un morphismelﬂ d’un mot pur morphique.

Il
- 9

Remarque 3.2.13. Siw = f“(a) € X% est pur morphique, alors la lettre a € ¥ n’est pas mortelle,
sinon il existe N € Ny tel que f"(a) = & pour tout n > N. Dans ce cas, la seconde condition de la
définition [3.2.9| est mise en défaut et f n’est pas prolongeable en a.

Voici un exemple de mot pur morphique.
Exemple 3.2.14. Le mot (infini) de Fibonacci f¥(0) de I'exemple [3.2.10| est pur morphique.

Avant de donner un exemple de mot morphique, nous introduisons la notion de mot caractéris-
tique d’un sous-ensemble de N. En fait, tout sous-ensemble de N donne naissance & un mot infini
sur {0,1} de la fagon suivante.

Définition 3.2.15. Soit X un sous-ensemble de N. Le mot caractéristique de X est le mot infini
x = xoxr1x2--- sur {0,1} dont chacune des lettres est définie par

S 1 sineX,
"1 0 sinon

pour tout n € N.

4. Remarquons que nous ne demandons pas que le second morphisme soit un codage puisque cela semble plus
restrictif. Nous allons cependant démontrer que le second morphisme peut étre pris comme tel et que le premier
morphisme peut étre choisi non effacant grace a la version du théoréme de Cobham qui nous intéresse.
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Exemple 3.2.16. Considérons 'alphabet ¥ = {a,b,c} et le morphisme g : ¥* — ¥* défini par
g(a) = abee, g(b) = bee et g(c) = ¢. Nous voyons que g est prolongeable en a. La premiére condition
de la définition est remplie avec le mot u = bee. De plus, nous pouvons démontrer par récurrence
que |g"(a)| = (n + 1)? pour tout n € N. La seconde condition de cette définition est donc vérifiée.
La suite (¢"(a))nen converge alors vers le mot infini

g“(a) = abeeg(bee) g2 (bee) - - - = abecbeeeebeccceebeceeccecheecceceeeebee - - - = w

et w est pur morphique. Dans ce mot w, la lettre a n’apparait qu’au début puisque la restriction de
g au sous-alphabet {b, ¢} est un sous-morphisme de g. De plus, nous voyons que deux occurrences
successives de la lettre b sont séparées par des blocs de lettres ¢ de plus en plus longs. Nous allons
déterminer la taille de ces blocs de lettres c. Puisque

w = (a) (bec) (g(bec)) (9° (bee)) - -

et que g(b) = bee et g(c) = ¢, les positions des lettres b dans w se déterminent au moyen des positions
de chacune des premiéres lettres de g"(bec) = g™ (b) pour tout n € N. On voit par récurrence que

g"(b) =be---c

2n fois

pour tout n € N. On en tire donc

g"(bec) = g"Hb) =b ¢---¢
2(n+1) fois

pour tout n € N. Ainsi, la premiére lettre de g™ (bcc), a savoir b, est séparée de la premiére lettre
de g"*1(bec), a savoir b, par un bloc de lettres ¢ de longueur 2(n + 1). En fait, toutes les lettres b
du mot w apparaissent aux positions de la forme n? avec n € Ny. En effet, nous savons que le mot
w ne contient des lettres b qu’au début de chaque bloc de la forme ¢"(bce) pour tout n € N par
définition du morphisme g. Par récurrence, nous pouvons montrer que, pour tout n € N, la premiére
lettre du facteur g"(bec) dans w se situe en position (n+ 1)2. Par conséquent, les deux lettres a et b
apparaissent dans w uniquement a des positions du type n? avec n € N. Les autres positions du mot
w sont exclusivement remplies par des lettres c. Considérons maintenant le codage 7 : ¥* — {0,1}"
défini par 7(a) =1 = 7(b) et 7(¢) = 0. Nous avons alors

7(9%(a)) = 7(w) = 110010000100000010000000010000000000100 - - - := z.

Ce mot est le mot caractéristique du sous-ensemble {n2 |n e N} de N. En effet, deux carrés successifs
n? et (n+1)? sont séparés par (n+ 1)% —n? — 1 = 2n lettres (si I'on ne compte ni n2, ni (n +1)2).
On en tire que le mot caractéristique des carrés de N est morphique puisqu'il est égal a 7(g%(a)).

Si nous disposons d’un alphabet ¥ et d’un morphisme f : ¥* — ¥* prolongeable en une lettre a
de ¥ et si le mot pur morphique w = f“(a) contient au moins une fois toutes les lettres de X, alors
on peut en dire davantage sur le réel A(a) de la définition [3.1.12

Proposition 3.2.17. Soient X un alphabet et f : X" — ¥* un morphisme prolongeable en une lettre
a de ¥. Notons aussi w = f*(a). Soient A\(a) € Spec(f) N (R>1U{0}) et d(a) € N les quantités de
la déﬁm’tion telles que |f™(a)| = ©(n DX (a)"). Si toutes les lettres de X appamissent dans
w, alors AM(a) = p(f).

5. Le lecteur peut se demander pourquoi cette condition est essentielle. Nous répondons & cette question en fin de
section.
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Démonstration. 11 est d’abord clair que A(a) < p(f). Par hypothése, puisque toutes les lettres de 3
apparaissent dans w, cela signifie qu'il existe N € N tel que f~ (a) contient au moins une fois toutes
les lettres de 3. Pour toute lettre b de ¥, b est un facteur de fV(a), ce qui permet de dire que f™(b)
est un facteur de fN+"(a) pour tout n € N. Pour tout n € N suffisamment grand, on a donc

YN 1),

be¥

La proposition appliquée a la matrice Mat; permet de trouver un bloc diagonal primitiflﬂ P tel
que p(fP) = p(Matz}) = p(P) ot p := py. De plus, par le lemme le comportement asymptotique
des éléments du bloc diagonal P est en ©(p(P)"). Si, pour une lettre b € 3, I'élément (Maty)p s
se situe dans le bloc P, alors (Mat}m)b,b = O(p(P)"). Par le lemme puisque P provient dun
bloc irréductible A # (0)1x1 de la forme triangulaire inférieure donnée par la proposition
appliquée a Maty, on sait que tous les restes sont rencontrés sur la ligne et la colonne d’indice b
au sein du bloc A en question. En particulier, par le lemme [2.5.1] la partie « exponentielle » du
comportement asymptotiquem de |f™(b)| est donnée par la racine p®™° réelle de p(P), a savoir p(f).
On en tire que A(a) > p(f) puisque A(a) est le plus grand de tous les comportements. O

Définition 3.2.18. Soient ¥ un alphabet et f : 3* — ¥* un morphisme prolongeable en une lettre
a de X. Si le mot pur morphique w = f“(a) vérifie les hypothéses de la proposition précédente avec
Aa) = p(f) := X et d(a) := d, alors w est dit (A, d)-pur morphique.

Exemple 3.2.19. Considérons 'alphabet ¥ = {0, 1,2} et le morphisme f : ¥* — 3* défini par
f(0) =012, f(1) =11 et f(2) = 2. Nous avons

1
I\/Iatf = 1
1

o N O

0
0
1

avec Spec(f) = {1,1,2} et p(f) = 2. Nous pouvons montrer par récurrence que

1 0 0
Mat? = | 2" -1 2™ O
n 0 1

pour tout n € N. D’une part, vu la forme que prend cette matrice, on en déduit que
O] = [£*(0)o + F*(0)]1 + f*(0)]2 = 1+ (2" = 1) +n = OV (A(0))")

ou A\(0) = 2 € Spec(f) et d(0) = 0 € N en conservant les notations de la définition D’autre
part, f est prolongeable en 0. En effet, f(0) = Ou ot w = 12 € ¥* et nous pouvons montrer par
récurrence que |f"(0)| = 2" +n pour tout n € N indépendamment du résultat obtenu sur la matrice
Mat} pour tout n € N. Puisque le mot infini f<(0) contient toutes les lettres de 3, nous sommes
dans les conditions du lemme précédent et nous avons bien que A(0) = p(f). Le mot infini f«(0) est
donc (2, 0)-pur morphique.

Si le mot infini w est (A, d)-pur morphique, nous pouvons en dire un peu plus sur la nature de

A et ded.

6. Si tous les blocs diagonaux sont nuls de dimension 1, cela signifie que toutes les composantes fortement connexes
du graphe G(Maty) sont des sommets isolés sans boucle. Dans ce cas, il est impossible que w soit un mot infini puisque
les longueurs des chemins entre deux sommets quelconques dans G(Maty) sont bornées.

7. Par la preuve de ce lemme et par la remarque nous devons regarder tous les A(c,b,r) avec ¢ € X et
r € {0,...,p—1}. Comme p(f?) apparait au moins une fois pour chaque reste, on en déduit qu’il s’agit du maximum.
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Proposition 3.2.20. Soient > un alphabet et f : X* — ¥* un morphisme prolongeable en une
lettre a de X. Notons aussi w = f¥(a). Si toutes les lettres de ¥ apparaissent dans w et si
|f™(a)] = ©(n?A\™) ou A := p(f) et d:=d(a), alors, soit \>1 etd €N, soit A\ =1 et d € Ny.

Démonstration. Par hypothése, il existe des constantes K, L > 0 telles que
Knd\™ < |f"(a)| < Ln\"
pour tout n € N assez grand. Si 0 < A < 1, alors

lim LnfA" =0 et  lim Kno\"=0
n—-+o0o n——+00
pour tout d € N. Par le théoréme de 1'Etau, nous devons alors avoir lim,, . |f™(a)| = 0, ce qui
contredit la prolongeabilité de f en a. On en tire que A > 1. Si A > 1, alors n’importe quelle valeur
naturelle de d peut apparaitre. Par contre, si A = 1, alors d doit étre strictement positif, sinon on
contredit de la méme fagon la prolongeabilité de f en a. O

Définition 3.2.21. Le couple (A, d) de la définition est appelé le type de croissance de f
relatif (ou par rapport) a la lettre a € ¥. Si A > 1, le morphisme f est dit exponentiel par rapport
& a. Sinon, lorsque A = 1, il est polynomial de degré d par rapport & a.

Un mot infini est (A, d)-morphique s'il est 'image par un morphisme d’un mot infini (A, d)-pur
morphique.

Remarque 3.2.22. Si A > 1, nous ne gardons en général pas I'information concernant le degré d
et nous mentionnons simplement que nous avons des mots infinis A-(purs) morphiques.

Exemple 3.2.23. Reprenons 'exemple Le type de croissance du morphisme f par rapport
a la lettre 0 est donné par (2,0). Ce morphisme est par conséquent exponentiel par rapport a 0.
Si nous définissons le codage 7 : {0,1,2}* — {a,b}* par 7(0) = a, 7(1) = 7(2) = b, le mot infini
7(f“(0)) est 2-morphique.

Exemple 3.2.24. Continuons l'exemple [3.2.16] Alors Spec(g) = {1,1,1} et le type de croissance
du morphisme g par rapport a la lettre a est donné par (1,2). Ainsi, g est polynomial de degré 2
par rapport a a. Le mot caractéristique des carrés est donc (1, 2)-morphique.

Remarque 3.2.25. Dans les propositions [3.2.17] et [3.2.20] et les définitions [3.2.18 et [3.2.21], nous

avons imposé la condition que toutes les lettres de ’alphabet sur lequel le morphisme est défini
doivent apparaitre dans le mot infini considéré. Cette condition est demandée pour avoir des mots
infinis (A, d)-purs morphiques bien définis. En effet, prenons ¥ = {0, 1,2} et considérons le mor-
phisme f: ¥* — ¥* défini par f(0) = 0001, f(1) =12 et f(2) = 21. Alors

et Spec(f) = {0,2,3}. Ainsi, la valeur propre dominante de f est A = p(f) = 3. De plus, f est
prolongeable en 1 car f(1) = lu ot u = 2 € ¥* et, en procédant par récurrence, on peut montrer
que [f™(1)] = 2" = |f™(2)] pour tout n € N. Au vu de ce résultat, nous avons aussi

/(1) = 0m M)

o A(1) = 2 € Spec(f) et d(1) = 0. Par conséquent, f“(1) n’est pas 3-pur morphique puisque
A(1) # 3. Par contre, si nous restreignons ’alphabet ¥ au sous-ensemble non vide I' = {1,2} C 3,
f(T) CT'* et fr est donc un sous-morphisme de f. Puisque toutes les lettres de I' apparaissent dans
¥ (1) = f“(1), nous pouvons dire que f“(1) est 2-pur morphiquelﬂ Nous voyons que la condition
imposée sur 'apparition de toutes les lettres de ¥ au sein de f“(1) est bien essentielle.

8. En fait, nous remarquons que fr engendre le mot de Thue—Morse.
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3.3 Eviter les morphismes effacants

Dans cette section, nous démontrons le célébre théoréme de Cobham concernant les mots mor-
phiques.

Théoréme 3.3.1 (Cobham, version morphique). Soit w = g(f“(a)) un mot infini morphique
sur un alphabet I'. Alors il existe un alphabet I1, un morphisme non effacant o : II* — II*, une lettre
a’ €11 en laquelle o est prolongeable et un codage T : II* — T'* tels que w = 7(0%(d’)).

Nous démontrons ce théoréme en deux étapes. La premiére montre que nous pouvons choisir
f et g non effacants. Pour parvenir & cette étape, nous avons besoin de deux lemmes : le premier
stipule que nous pouvons choisir f comme étant un morphisme non effacant et le second prouve que
nous pouvons supprimer toutes les lettres « inutiles », i.e. nous ne prenons plus en compte les lettres
effacées par le morphisme g et telles que la restriction de f a ces lettres est un sous-morphisme de
f. La seconde étape consiste & montrer que nous pouvons controler les longueurs des morphismes
pour obtenir un codage. Ces deux étapes mises ensemble conduisent & un algorithme répondant a la
question et présenté a la troisiéme sous-section. Cet algorithme permet en particulier de construire
les morphismes o et 7. Finalement, en reprenant les notations du théoréme [3.3.1], nous comparons
le type de croissance du morphisme f par rapport a la lettre a et celui du morphisme ¢ par rapport
a la lettre a'.

3.3.1 Premiére étape

Comme annoncé un peu plus haut, pour aboutir a la premiére étape, nous avons besoin de deux
lemmes. Voici le premier.

Lemme 3.3.2. Soit w = f“(a) un mot infini pur morphique avec f : ¥* — ¥*. Posons k = #Xum
le nombre de lettres mortelles de f. Alors le morphisme

fI = (HEZM Of) 5 : E_'*Z — ZE—

est non effacant et tel que w = f*(f¥(a)). De plus, Maty, = (Maty)s,.

Démonstration. Puisque le morphisme kx5, est défini de ¥* dans X7, le morphisme f7 défini dans
I’énoncé a bien un sens.

Résultat intermédiaire. Si k est le nombre de lettres mortelles de f, alors f*(b) = € pour
toute lettre mortelle b de f. Pour tout ¢ € Ny, définissons I’ensemble

She={be x| f1(b) =<},

Si f posséde des lettres mortelles, il est clair que Z}\A # (. On voit que la suite (Zf\/l)geNo est
une suite d’ensembles emboités en croissant. De plus, s’il existe £ € Ny tel que 25\4 = Eﬁl, alors
Zf\i‘rl = Zf&z. Autrement dit, s’il y a une égalité entre deux ensembles, elle se perpétue entre les
ensembles suivants. Puisqu’il y a k lettres mortelles, il y a au plus k ensembles distincts emboités
dans la suite (4,)en,. On en déduit que f¥(b) = ¢ pour toute lettre mortelle b de f.

Preuve de la premiére partie de 1’énoncé. Cette preuve se découpe en deux morceaux :
nous montrons d’abord que w = f¥(f¥(a)) et ensuite que fr est non effagant. Pour simplifier les

notations, posons Kaq = kx5, ,. Nous montrons alors les deux résultats suivants :
(@) (f*orm)(w) =w,
(42) rrp(w) = f7(a).
Preuve de (7). Nous savons que w est un point fixe de f. Par conséquent, pour tout n € N,
nous avons aussi w = f™(w). En particulier, nous voyons que w = f*(w). Ecrivons w = wowiws - - -
ol w; € X pour tout ¢ € N. On obtient

w = f5(w) = " (wo) fF(wr) fF(ws) - .
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Si w;, avec i € N, est une lettre mortelle de w, alors f*(w;) = € en utilisant le résultat intermédiaire.
Par conséquent,

k k k k
w = f(w) = f(wi,) f* (wiy ) f* (wiy) - - -
ou la suite d’indices naturels (i,)nen est strictement croissante et sélectionne exactement et dans
I’ordre toutes les lettres immortelles de w. Autrement dit, nous avons

w = fF(wigwi, wiy -+ ) = fFrm(w)).

L’exemple [3:3.3] illustre la situation.
Preuve de (i2). Tout d’abord, nous pouvons démontrer par récurrence sur ¢ € Ny que

(kamo ) =rpo ff (3.1)
en utilisant le fait que f(Xaq) € X34 et que
ko florpm =rpaof (3.2)

pour tout £ € N. Ensuite, nous montrons que le morphisme f7 est prolongeable en a. Puisque f est
prolongeable en a, nous savons qu'il existe z € X* tel que f(a) = ax et que la lettre a n’est pas
mortelle. Pour tout n € N, en utilisant I’égalité (3.1]), on a

(@) = (ka0 )" a) = (ka0 fT) (@) = arpm(zf(z) -+ f(2)).

Si toutes les lettres du mot x sont mortelles, alors f™(z) = € pour tout n € N suffisamment grand
et le mot f“(a) est fini, ce qui est impossible. Par conséquent, le mot x contient au moins une lettre
immortelle et nous obtenons

fr(a) =arm(x).
——
*e

En reproduisant ce raisonnement, pour tout n € N fixé, le mot f™(z) contient au moins une lettre
immortelle. Par conséquent, pour tout n € N, on a

1771 @) = 1 (@rm(f @) = (@) + [k (" (@))] > |7 (a)]
N————

>0

et, puisque la suite (|f7(a)|)nen n’est pas majoréeﬂ, elle converge vers +oo. Les deux conditions de
la définition [3.2.9| sont respectées, nous en déduisons que le morphisme fr est prolongeable en a.
D’une part, grace a ’égalité (3.1)), nous avons

lim (kp0 f)(a) = lim (kpo f)(a) = lim fr(a) = f#(a)
£—+00 l—=+00 e ——  {—>+t00
:fé(a) car a€Xy

puisque f7 est prolongeable en a. D’autre part, puisque le morphisme kaq o f est prolongeable en
a, nous savons que la suite ((kaq o f)(a))ren converge vers le mot infini

(ka0 f)“(a) = arpm(x) (a0 f)(kam(x))) (g0 £)* () - -
= arm(@) (ko form)(x) (kao f2orm)(z)- -
= arm(@) (kpo @) (kamo f)* ()
= rmlazf(x)f?(z)---)

= km(w)

9. Si cette suite de naturels est majorée, elle ne prend quun nombre fini de valeurs. Dans ce cas, il existe n,n’ € N
avec n # n' tels que |f7(a)| = |f# (a)|. On peut méme supposer que n = n’ + £ avec £ € No. Alors nous devons avoir
km(f(x) - P71 (x)) = €, ce qui est interdit.
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en utilisant les égalités (3.1]) et . Par la proposition nous en déduisons que k(W) = f(a).

Pour finir cette partie, nous montrons que fz est non effacant. Procédons par 'absurde et
supposons qu'il existe b € X7 tel que f7(b) = & pour un certain n € Ny. Or, par définition de ka4,
si 2 est un mot sur X, kaq(x) = € si, et seulement si, € X3 ,. On en tire que f™(b) € X%, et qu’il
existe m € Ny tel que f™(f™(b)) = e. Autrement dit, b € Xy, ce qui est contraire a I’hypotheése.

Preuve de la seconde partie de I’énoncé. Réordonnons les lettres de ’alphabet ¥ en com-
mencant par les lettres immortelles suivies des lettres mortelles de f. Il existe une matrice de
permutation P de dimension #3 telle que

—1 . (Matf)gz B
P I\/IatfP—< & Matps, )

Puisque f(X1) € X%, le bloc B est en fait nul et on a alors

P~ Mat; P = ( (Maty)s, 0 ) .
* (Matf)gM

De plus, par définition de k¢, pour la méme matrice de permutation, on a

I 0
-1
P l\/Iat,.iMP—<O 0)

si I est la matrice identité de dimension convenable (ici, #% — k). En utilisant la proposition|1.1.12
on en tire que

P 'Mat,, oy P = P~! Mat,,, Mat; P = P~! Mat,,,, PP~ Mat; P

B ( 0 0 ) ( M ety )
_ < (Matf)gl 0 > .
0 0

Puisque fz est la restriction du morphisme s o f & ¥7, nous avons Maty, = (Maty)y;. O

Voici I'exemple dont nous parlions dans la preuve ci-dessus.

Exemple 3.3.3. Considérons l'alphabet ¥ = {1,2,3,4} et le morphisme f : ¥* — ¥* défini par
f(1) =123, f(2) =214, f(3) =c et f(4) = 3. On voit que f est prolongeable en 1 et que

w = f“(1) = 12321421412332141233 - - - .
En posant Ky = Ky 3,43, on voit que k(W) = 122121122112 -+ et que

Flrm(w)) =f(122121122112- - - ) = 123214214123214123 - - -,
Fram(w)) =F(123214214123214123) = 12321421412332141233 - - - = w.

Comme k = 2 ici, il a fallu itérer deux fois le morphisme pour obtenir le mot infini w de départ.

Nous illustrons le lemme précédent.

Exemple 3.3.4. Soit f : {a,b,c}* — {a,b,c}* le morphisme défini par f(a) = abe, f(b) = bea et
f(c) = e. On voit que f est prolongeable en a. Posons w = f“(a). Si nous notons ¥ = {a, b, ¢}, alors
Y7 ={a,b}, ¥p = {c} et k = 1. Le morphisme fz : 3% — X% est défini par fz(a) = abet fz(b) = ba.
On VOitH dés lors que fz est non effacant, prolongeable en a et aussi que f(a) = abbabaab- - -.
Ainsi,

F*(f#(a)) = f(f£(a)) = abcbeabcaabe- - = f(a) = w.

10. Remarquons qu’il s’agit du morphisme de Thue-Morse.
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De plus, on a

110
Maty = ( Mtz 0 =1 1)0
! * (Matf)gM 1 111

(Maty)s, = ( 1 1 ) et (Matp)s,, =(1).

On voit clairement que Maty, = (Maty)y,.

Nous passons au second lemme permettant d’obtenir la premiére étape. En comparaison avec le
lemme précédent, le lemme suivant concerne un mot morphique obtenu griace a deux morphismes
f et g. Dans celui-ci, nous supposons que f est non effacant. Si tel n’est pas le cas, nous utilisons
le lemme [3:3.2] pour le rendre non effagant. De plus, ce résultat permet d’enlever tous les sous-
morphismes de f dont I’alphabet est effacé par g. En fait, la philosophie adoptée ici est de prendre
le plus « gros », en termes de sous-alphabet, sous-morphisme de f vérifiant cette propriété méme si
le résultat reste vrai pour n’importe quel sous-morphisme la satisfaisant.

Lemme 3.3.5. Soit w = g(f“(a)) un mot infini morphique tel que f : ¥* — X* et g : ¥* — T sont
deuzx morphismes ou f est non effagant. Soit A un sous-alphabet non vide de {b € ¥ | g(b) = ¢} tel
que fa est un sous-morphisme de f. Alors les morphismes fz := (kx A © f>\(z:\A)* et ge 1= g|(m\A)*
sont tels que g-o f* = (go f™) |(s\a)+ pour tout n € No. De plus, nous avons w = 9=(f¥(a)). Enfin,
nous avons Maty, = (Maty)s\a-

Démonstration. Tout d’abord, les deux morphismes f. et g. sont bien définis. De plus, on a
fe: (E\A)" = (X \ A)*, ce qui entraine que la composition g o f: est elle aussi bien définie.
Preuve de la premiére partie de I’énoncé. Par définition de g, nous avons

g =(g:0 KJE,A- (33)

En effet, si c € A, alors (g: okx A)(c) =€ = g(c) et, si c € ¥\ A, alors (g-orx a)(c) = ge(c) = g(c).
Puisque f(A) C A* par hypothése, nous pouvons démontrer que, pour tout n € N,

ke Ao ffoks A =kKnAo0f" (3.4)
et par récurrence que, pour tout n € Ny,
(ka0 f)" =ksao fm (3.5)

Il s’agit en fait d’informations similaires aux égalités (3.1]) et (3.2). Ainsi, pour tout n € Ny,
geo f& =geco (KE,A ° f)n‘(g\A)* = (ge 0 KRy ,A © fn)‘(g\A)* = (g o fn)‘(Z\A)*

grice aux égalités et .

Preuve de la deuxiéme partie de I’énoncé. Pour montrer que f. est prolongeable en a, on
procéde de la méme maniére que dans la preuve du lemme [3.3.2] Pour cela, si z € ¥* est tel que
f(a) = ax, on remarque que a ¢ A (sinon w est vide) et que, pour tout n € N, f™(x) contient au
moins une lettre de ¥\ A (sinon w est fini).

Ensuite, de la méme fagon que dans la preuve du lemme [3:3-2] on montre, d’une part, que la suite
((kx,a 0 f")(a)), ey converge vers le mot infini limite £y A (f“(a)) et, d’autre part, qu’elle converge
vers le mot infini limite f¥(a). Par unicité de la limite, on en tire que kx A(f“(a)) = f€(a).
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Finalement, puisque f"(f“(a)) = f¥(a) pour tout n € N, nous avons

(g © kx,a)(f“(a))

= (g: o wz.a 0 fM)(f*(a))

= (ge oz a0 fMorna)(f“(a))
= (ge o (kx,a 0 f)" 0 ke A)(f“(a))
= (ge o fI' o x.a)(f¥(a))

= (9= 0 f)(f2(a))
9=(f<(a))

pour tout n € Ny ot, dans la premiére égalité, on a utilisé 1’égalité , dans la troisiéme égalité,
la formule , dans la quatriéme égalité, la formule , dans la cinquiéme égalité, le fait que
ke a(f(a)) € (E\A)*U (X \ A) et la définition de f. et, dans la derniére, le fait que f¥(a) est
un point fixe de f.

Preuve de la troisiéme partie de I’énoncé. A une matrice de permutation prés, si nous
considérons d’abord les lettres de ¥\ A puis celles de A, la matrice Maty peut s’écrire sous la forme

( (Mati)zm (Ma(if)A )

W =

puisque fa est un sous-morphisme de f. En utilisant le méme raisonnement que dans la preuve du
lemme nous avons aussi Maty, = (Maty)s\a- O

Dans I'exemple qui suit, nous donnons explicitement les morphismes f; et g. du lemme précédent.

Exemple 3.3.6. Considérons le morphisme non effagant f : {a,b,c,d,e}* — {a,b,c,d,e}* défini
par f(a) = abede, f(b) = beea, f(c) = cdd, f(d) = cc et f(e) = de et le morphisme effagant
g:{a,b,c,d, e} — {1,2}* défini par g(a) = 12, g(b) = ¢, g(c) = ¢, g(d) =€ et g(e) = 1.

Le plus grand sous-alphabet A de ¥ = {a,b, ¢, d, e} construit au moyen de lettres de X effacées
par g et pour lequel fa est un sous-morphisme de f est donné par A = {¢,d}. En effet, puisque la
lettre b est effacée par g, nous sommes tentés de l'inclure dans A, mais, dans ce cas, nous n’avons plus
f(A) C A*. Ainsi, si I' = {1, 2}, les deux morphismes f. : (X\A)* = (Z\A)" et g : (X\A)* = I
du lemme [3.3.5] sont donnés respectivement par

fe(a) = kx,a(f(a)) = ks, a(abede) = abe,
fe(b) = ks A(f(b)) = ks, a(bcea) = bea,
fe(e) = kxa(f(e)) = kxalde) =€

et
g9e(a) = g(a) =12, g-(b) = g(b) =€ et ge(e) = g(e) = 1.

Nous remarquons au passage que ces deux morphismes sont effagants. Finalement, nous pouvons
vérifier que Maty, = (Mats)s\a-

Voici le lemme conduisant & la premiére étape. En fait, nous sommes proches d’obtenir le résultat
que nous voulons. En effet, nous obtenons deux morphismes non effagants, mais il restera encore a
montrer que le second morphisme peut étre pris comme un codage.

Lemme 3.3.7. Soit w = g(f“(a)) un mot infini morphique avec f : ¥* — ¥* et g : ¥* — I'*. Soit
Y Uensemble des lettres b de X telles que g(f"P(b)) # € pour une infinité de naturels n ot p := py.
Alors il existe deux morphismes non effagants f': ¥ — 3* et ¢’ : 3* — T* tels que w = ¢'(f"“(a))
et tels que Maty = (Matyp)sy.
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Démonstration. Tout d’abord, grace a la proposition , la matrice Mat ¢» est égale, a une matrice
de permutation prés (de dimension #X), & une matrice triangulaire inférieure par blocs ot les blocs
diagonaux sont soit primitifs, soit égaux a la matrice (0)1x1. Pour prouver le présent résultat, nous
appliquons les lemmes et plusieurs fois pour obtenir les morphismes f’ et ¢’ de I’énoncé.

Premiére étape : Nous appliquons le lemme au morphisme fP : ¥* — ¥* et au mot pur
morphique (fP)*“(a) = f“(a). En reprenant les notations de ce lemme, nous prenons ’alphabet
31 :=3¥z,» C ¥ et le morphisme non effagant f, := f7 : £ — X7 tel que

f4(a) = (f7)*(a) = 7 (ff (@)

ol ko est le nombre de lettres mortelles de fP et tel que Maty = (Matysr)y,. En posant
g1 := (g o fPko) s+, ous obtenons un morphisme de X7 dans I'* tel que
1

gi1(ff' (@) = 9(fP* (ff' (@) = 9(f“(a) = w.

Deuxiéme étape : Puisque le morphisme f; est non effagant, nous appliquons le lemme
aux morphismes f; et g1, au mot morphique ¢1(f{’(a)) = w et au plus gros sous-alphabet A;
de ¥1 N g7l (e) tel que (f1)a, est un sous-morphisme de fi. Nous trouvons alors un alphabet
Yo : =21\ A1 C ¥ et deux morphismes fo : 35 — X3, g2 : X5 — I'* respectivement définis par

fo = (’4521,A1 © fl)

sz €0 92 1= g1x;

et tels que go(f5'(a)) = g1(f{’(a)) = w. De plus, nous avons aussi Maty, = (Maty, )s, = (Mat»)s,
puisque Yo C 3;. Remarquons que le morphisme fo peut étre effagant. C’est le cas lorsqu’une lettre
b € ¥; n'est pas effacée par le morphisme g¢;, mais telle que ¢1(f1(b)) = ¢. En effet, si une telle
lettre b existelﬂ nous avons fi(b) € A}, ce qui entraine que

f2(b) = Kx,Aq (w) =£.

N

Dans ce cas, nous recommencons la procédure.

Troisiéme étape : Grace aux lemmes et appliqués au plus gros sous-alphabet possible,
nous obtenons un alphabet Y3 C X5 et des morphismes f3 : X3 — X3, g3 : X3 — I'" tels que
g3(f§(a)) = w et tels que Maty, = (Matys)s,.

Derniére étape : Nous recommencons la procédure jusqu’a obtenir un morphisme fy : 37 — 3
non effacant pour un naturel ¢ et défini sur un alphabet ¥, C ¥, 1 C ---X. Ceci est toujours
possible puisque les applications successives des deux lemmes enlévent des lettres a ’alphabet fini
¥ et que la lettre a de départ n’est jamais retirée. De plus, g;(f;’(a)) = w et Maty, = (Mat»)y,.

Pour conclure, nous avons encore besoin de quelques résultats. Nous montrons d’abord que, pour
toute lettre b € Xy,

9e(f7' (b)) # € (3.6)

pour une infinité d’entiers n € N. Procédons par l'absurde et supposons qu’il existe une lettre
b € ¥, telle que g¢(f;'(b)) = € pour tout n € N suffisamment grand. Dans ce cas, pour tout n € N
suffisamment grand, toutes les lettres du mot f*(b) sont effacées par le morphisme gy. Nous devrions
encore répéter le lemme alors que nous avions supposé que l'algorithme s’arrétait a 1’étape /.

Gréace au choix de p et puisque Maty, = (Maty»)y,, nous allons montrer que sélectionner les
lignes et les colonnes de 'alphabet 3, dans Mat» ne découpe pas les blocs de la forme triangulaire
inférieure par blocs de cette derniére matrice. Les seuls blocs « découpables » sont les blocs primitifs
de dimension supérieure ou égale a 2. Considérons un tel bloc. Par primitivité, chaque lettre corres-
pondant & ce bloc apparait dans f%(b) pour toute lettre b correspondant au bloc et tout naturel ¢

11. Observons que c’est le cas de la lettre e de I’exemple m
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assez grand. Deux situations se présentent. Si toutes les lettres du bloc sont effacées, alors nous nous
débarrassons du bloc entier puisque 'application des deux lemmes précédents retire de telles lettres.
Par contre, si 'une des lettres du bloc n’est pas effacée, alors nous sommes obligés de garder le bloc
tout entier puisque, si nous supprimons uniquement les lignes et les colonnes correspondant aux
lettres effacées, nous n’avons pas un sous-morphisme comme demandé dans les lemmes précédents
(& cause de la primitivité du bloc en question, toutes les lettres du bloc finissent par apparaitre). En
fait, nous avons déja fait cette remarque pour les morphismes irréductibles (voir I'exemple .

Nous allons maintenant renforcer 1’expression . Au morphisme fy est associée la matrice
d’incidence Maty,. Cette matrice a une forme triangulaire inférieure par blocs ot les blocs diagonaux
sont primitifs ou égaux a (0)1x1 puisqu’elle est obtenue en sélectionnant certaines « grosses » lignes
et certaines « grosses » colonnes de Maty». Au morphisme f;, on peut aussi associer un graphe
orientélﬂ G et la matrice d’adjacence M (G) de ce graphe est la transposée de Maty,. Cette matrice
d’adjacence est une matrice triangulaire supérieure par blocs ot les blocs diagonaux sont primitifs ou
égaux & (0)1x1. En effet, si P est un bloc primitif sur la diagonale de Maty,, alors il donne naissance
a un bloc primitif sur la diagonale de M (G) puisque, pour tout n € N, on a (PT)" = (P™)T.

Comme le morphisme fy est non effagant, toute lettre de 3, finit par atteindre une composante
primitive dans G (rappelons que les sommets du graphe G sont exactement les lettres de ¥y) ; sinon
la lettre en question n’atteint que des sommets isolés sans boucle dans G et est par conséquent
effacée, ce qui est impossible. Par conséquent, nous pouvons renforcer ’expression . Pour toute
lettre b € %y, il existe un naturelﬁ Ny > 0 tel que

9e(fi' (b)) # € (3.7)

pour tout naturel n > Nj. Posons N = max{N, | b € ¥y}. Grace a l'expression (3.7)), le morphisme
g =gso0 fZN défini de X dans I'* est non effacant. De plus, on a

9 (f¢(@) = ge(f¥ (f¢ (@) = ge(fE (@) = w

puisque f;’(a) est un point fixe de f;.
Ensuite[d ¥’ = ¥,. Posons finalement f’ := f,. Alors que f’: X* — X/* et ¢/ : ©* — I'* sont
deux morphismes non effagants tels que ¢'(f*(a)) = ¢'(f;’(a)) = w et tels que

Maty = Maty, = (Mat»)s, = (Matsr)sy,
ce qui achéve la preuve. O

Nous illustrons la construction mise en place dans la preuve précédente.

Exemple 3.3.8. Reprenons les morphismes f et g de 'exemple Comme f est non effacant,
il n’est pas nécessaire d’appliquer le lemme |3.3.2] En appliquant le lemme [3.3.5] une fois, nous
avons obtenu les deux morphismes f. et g. de 'exemple Comme nous 'avions déja remarqué,
le morphisme f; est effagant et nous devons appliquer une nouvelle fois le lemme [3.3.2] L’unique
lettre mortelle de f. est la lettre e. Nous obtenons le nouvel alphabet ¥/ = {a, b} et les nouveaux
morphismes f’: X* — X* et ¢’ : ¥* — I'* définis respectivement par

f(a) = ks\a ey (fo(a) = Fx\agey (abe) = ab et f(b) = kixy\a ge} (fo(D) = wx\a 1e} (bea) = ba

12. Ce graphe permet de voir les liens entre une lettre et les lettres de son image. Comme dans 'introduction, ’arc
(a,b) joint les lettres a et b de ¥y dans le graphe si b apparait dans le mot f¢(a).

13. On sait que toute lettre b € ¥y finit par atteindre une composante primitive dans G. Dans ce cas, par primitivité,
il existe un naturel N > 0 tel que, pour tout naturel n > Ny, litération f;'(b) contient toutes les lettres de la
composante primitive atteinte par b. Puisque nous avons gardé une telle composante, au moins une des lettres de
celle-ci n’est pas effacée par g¢. Notons-la c¢. Dans ce cas, pour tout n > N, puisque le mot f;*(b) contient au moins
une fois la lettre ¢, le mot g¢(f; (b)) contient le mot non vide g¢(c).

14. Pour voir ceci, consulter I’annexe
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et

g'(a) = ge(fe(a)) = ge(abe) = 121 et g'(b) = g(f(b)) = ge(bea) = 112
puisque nous avons une seule lettre mortelle. Ces deux nouveaux morphismes étant non effagants,
la procédure s’arrételﬂ. Puisque p = p;y = 1, nous pouvons montrer que Maty = (Matys)s.

Corollaire 3.3.9. Soit w = g(f“(a)) un mot infini morphique avec f : ¥* — ¥* et g : ¥* — T'*.
Considérons Uentier p := py, Ualphabet X' C X et les morphismes f' : ¥ — ¥* et ¢ : ¥ — T™*
du lemme m Alors fg\x, est un sous-morphisme de fP. De plus, si le morphisme f a un type de
croissance égal a (N, d) par rapport a la lettre a, exactement une des situations suivantes a lieu :
(i) A ¢ Spec(fx\sy) et f' a un type de croissance égal a (AP, d) par rapport a a;
(77) A € Spec(fs\sy) et A & Spec(kg s\ © f|g.) et il existe ' € Spec(f) avec X' < X etd € N
tels que f' a un type de croissance égal & (NP, d') par rapport a a ;
(i7i) A € Spec(fs\x) N Spec(kg s\s © f|yy.) et il eviste d' € N avec d' < d tel que f' a un type de
croissance égal a (NP, d') par rapport a a.

Démonstration. Montrons tout d’abord que fg\z, est un sous-morphisme de fP. Par définition de
¥/, ¥\ X/ est I'ensemble des lettres b € ¥ telles que g(f™ (b)) = e pour tout n € N suffisamment
grand. Si b € ¥\ ¥/, alors il est clair que g(f™(fP(b))) = g(f"*YP(b)) = € pour tout n € N
suffisamment grand, ce qui signifie que fP(X\ X) C (X \ X)*.

Passons a la seconde partie de la preuve. Par la proposition [I.3:42] il existe une matrice de
permutation 7" de dimension #3 telle que

T~ Matp T = B?vl P
: : : 0
Bii -+ Bii1 B

ot les blocs diagonaux sont soit primitifs, soit égaux a (0);x;. Par le lemme nous savons que
Maty = (Matys)sy et qu'en sélectionnant les lignes et les colonnes correspondant a I’alphabet X,
nous prenons les blocs dans leur entiéreté. Par conséquent, quitte & modifier encore la matrice de
permutation 7', nous pouvons supposer que

—1 o (Matfp)E/ 0 . Matf/ 0
T Matfp T= < « (Matfp)E\E/ - * Matfg\zl

et qu’il existe un naturel s € {1,...,t} tel que, & une matrice de permutation prés, la matrice
d’incidence Matys prend la forme

P00 - 0
By, By :
o 0
Lo e Bl P

ot les blocs sont obtenus en restreignant I’alphabet 3 & ¥'. Les blocs diagonaux, puisqu’ils sont pris
dans leur entiéreté, sont par conséquent primitifs ou égaux a la matrice (0)1x1. Supposons que le
morphisme f a un type de croissance égal a (A, d) par rapport a la lettre a. Nous savons méme que
A = p(f) par la proposition Nous souhaitons connaitre le type de croissancelE du morphisme

15. Observons que le morphisme f’ est en fait le morphisme de Thue-Morse.

16. Notons que, par construction, toutes les lettres « inutiles » ne sont pas gardées dans ¥’. Par conséquent, toutes
les lettres de 3’ sont dans le mot infini f'“(a) et la recherche du type de croissance du morphisme f’ par rapport a la
lettre a a du sens. De plus, la partie exponentielle du type de croissance de f’ par rapport & a est donnée par p(f’).
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/' par rapport a la lettre a. Par le lemme et la remarque [2.5.2] il s’obtient en regardant les
comportements asymptotiques, pour n’importe quel reste, de tous les éléments de la colonne associée
a la lettre a. Puisque f’ est obtenu en restreignant f?, plusieurs cas apparaissent.

Premier cas: Si A ¢ Spec( fz\zl), nous ne supprimons pas la quantité maximale \ et le morphisme
f’ a un type de croissance égal a (AP, d) par rapport a la lettre a.

Deuxiéme cas : Si A € Spec(fs\sv) et A ¢ Spec(kg s\5 © f|s.), alors la quantité maximale A
est supprimée. Par conséquent, il existe A’ € Spec(f) avec ' < A et d’ € N tels que f’ a un type de
croissance égal & (AP, d") par rapport a la lettre a.

Troisieme cas : Si A € Spec(fs\xr) N Spec(kg z\sv © f|y.), alors certaines apparitions de la
quantité maximale sont supprimées et d’autres pas. Dans ce cas, f’ a un type de croissance égal a
(AP, d’) par rapport a la lettre a pour un naturel d’ < d puisque le comportement avec le degré le
plus grand peut éventuellement étre supprimé. O

Dans les trois exemples qui suivent, nous illustrons le corollaire et modifions légérement un méme
morphisme pour obtenir les différents cas de ’énoncé.

Exemple 3.3.10. Considérons le morphisme f : {a,b,c,d}* — {a,b,c,d}* défini par f(a) = abed,
f(b) = ba, f(c) = c et f(d) = € et le morphisme g : {a,b,c,d}* — {1,2}* défini par g(a) = 1,
g(b) = 22, g(c) = € et g(d) = 11. Pour obtenir les morphismes f’ et ¢’ de I’énoncé du corollaire
précédent, nous devons appliquer alternativement les lemmes et Posons ¥ = {a,b, ¢, d}
et I' = {1, 2} et reprenons les notations de la procédure mise en place dans la preuve du lemme m
Puisque

110
110
01

oo O

Matf =

—_| = = =

0]0(0

nous avons p = py = 1. Nous voyons que fP = f ne posséde qu'une seule lettre mortelle, & savoir
la lettre d, et donc que kg = 1. La premiére application du lemme fournit le nouvel alphabet
¥ ={a,b,c} et les morphismes

a — fr(a) = abe,
fi: 3] =X :¢ b fz(b) = ba,
c— fr(c) =c¢
et
a s (go frko)(a) = 12211,
g1: 27 = T*:{ b (go fPRo)(b) = 221,
c (go fPFo)(c) = e.
Nous appliquons le lemme aux morphismes f; et g;. Nous avons A; = {c} et nous obtenons
le nouvel alphabet ¥ = {a, b} et les morphismes

a— (ky, A, © f1)(a) = ab
2D IR DA b ’
foia = { b= (kx4 © f1)(b) = ba
et @
a+— gi(a) = 12211
2D D R ’
92+ 22 { b g1(b) = 221.
Les deux derniers morphismes étant non effagants, la procédure s’arréte. Ainsi, ¥/ = {a, b}, f' = fo
et ¢ = go.
La premiére partie du corollaire précédent est remplie puisque fg\z/ = fx\sv est un sous-
morphisme de fP = f. De plus, on obtient la décomposition de la matrice Mat; au moyen des
blocs

P1:<} i>,3271:(1 0),P,=(1),B31=(10),Bs2=(0) et P5=(0)
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et nous voyons que

Matf/:<1 i)zpl

est bien une matrice inférieure par blocs ot les blocs diagonaux sont primitifs. On peut aussi montrer
que

Spec(f) = {0,0,1,2}, Spec(f') = {0,2}, Spec(fs\sv) = {0,1} et Spec(rs sy o fly.) = {0,2}.

Comme toutes les lettres de ¥ sont dans f“(a), par la proposition le morphisme f a un
type de croissance égal a (A = 2,d(a)) par rapport a la lettre a. Déterminons d(a) € N. Pour tout
n € N>9, on peut montrer par récurrence que

vt o2nmh 00

2n—1 2n—1 00
Mat? = on—1 on—-1_1 1 o ’

2n—2 2n—2 0 0

ce qui permet d’affirmer que d(a) = 0.

D’une part, puisque toutes les lettres de ¥/ sont dans f"(a), nous savons, par le méme argument
que précédemment, que le morphisme f’ a un type de croissance égal & (N = 2,d/(a)) par rapport
a la lettre a. De plus, on peut montrer par récurrence que

11
_ -1

pour tout n € Ny, ce qui entraine que d'(a) = 0.

D’autre part, nous sommes dans le premier cas du corollaire [3.3.9] Ce résultat nous dit alors que
le type de croissance du morphisme f’ par rapport a la lettre a est égal & (A}, d(a)) = (2,0), ce qui
coincide avec le résultat établi avant.

Dans 'exemple précédent, nous avons obtenu le premier cas du corollaire [3:3.9] Nous allons
illustrer les deux autres possibilités.

Exemple 3.3.11. Considérons le morphisme f : {a,b,c,d}* — {a,b,c,d}* défini par f(a) = abcd,
f(b) = ba, f(c) = ccc et f(d) = € et le morphisme g : {a,b,c,d}* — {1,2}* de I'exemple Le
morphisme f du présent exemple est presque le méme que celui de ’exemple [3.3.10] Par conséquent,
nous pouvons suivre un raisonnement similaire et voir que les morphismes f’ et ¢’ sont donnés par
ceux de I'exemple précédent avec ¥ = {a,b,c,d}, ¥’ = {a,b} et T' = {1,2}. On a aussi

Mat; = , pr=1 et Mat; = ( i 1 >

1 0
1 0
1 3
1 0

QIO o O

OO = =

et

Spec(f) = {O7Oa 2, 3}7 Spec(f/) = {07 2}7 Spec(fE\E’) = {07 3} et SpeC(HE,E\Z’ o f‘z/*) = {07 2}
Pour tout n € N>2, on peut montrer par récurrence que

2n—1 2n—1 0
27171 2n71 0
2. 3n—1 o 2n—1 3n—1 - 2n—1 an
27172 2n72 0

Mat? =

o O O O
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Comme toutes les lettres de ¥ sont dans f“(a), par la proposition et grace a la forme de la
matrice Mat?, le morphisme f a un type de croissance égal a (A = 3,d(a) = 0) par rapport a la
lettre a.

D’une part, par le raisonnement de I'exemple précédent, nous voyons que le morphisme f’ a un
type de croissance égal a (A = 2,d'(a) = 0) par rapport a la lettre a.

D’autre part, nous sommes dans le deuxiéme cas du corollaire Ce résultat nous dit alors
que le type de croissance du morphisme f’ par rapport a la lettre a est égal a (M1, d”(a)) avec

N € Spec(f), N <A=3
et d’(a) € N, ce qui coincide avec le résultat établi avant en prenant X' =2 et d”’(a) = 0.

Exemple 3.3.12. Considérons le morphisme f : {a,b,c,d}* — {a,b,c,d}* défini par f(a) = abcd,
f(b) = ba, f(c) = ccet f(d) =€ et le morphisme ¢ : {a,b,c,d}* — {1,2}* de 'exemple Le
morphisme f de I’actuel exemple est sensiblement le méme que celui des exemples [3.3.10| et [3.3.11}
Par conséquent, nous pouvons raisonner de la méme facon et voir que les morphismes f’ et ¢’ sont
donnés par ceux de exemple précédent avec ¥ = {a,b,c,d}, ¥’ = {a,b} et I' = {1,2}. On a aussi

010

Mat; = , pp=1 et Mat; = ( i 1 >

== = =
OO = =

0
2
0

[en) Newll Han

et

Spec(f) = {0,0, 2, 2}7 Spec(f/) = {07 2}7 Spec(fE\E’) = {O, 2} et SpeC(HE,E\Z’ o f‘zx*) = {0, 2}'

Pour tout n € N>2, on peut montrer par récurrence que

2n—1 2n—1 0 0
2n71 2n71 0 0

n __
Mati =1y 1272 (- 1272 2n
27172 2n72 0 0

Comme toutes les lettres de X sont dans f“(a), par la proposition et grace a la forme de la
matrice MatY, le morphisme f a un type de croissance égal a (A = 2,d(a) = 1) par rapport a la
lettre a.

D’une part, par le raisonnement des exemples précédents, nous voyons que le morphisme f’ a
un type de croissance égal a (N = 2,d'(a) = 0) par rapport a la lettre a.

D’autre part, nous sommes dans le dernier cas du corollaire [3.3.9} Ce résultat nous dit alors
que le type de croissance du morphisme f’ par rapport a la lettre a est égal & (\! = 2,d"(a)) avec
d"(a) < d(a), ce qui coincide avec le résultat établi avant.

3.3.2 Seconde étape

Voici la seconde étape de notre procédure. C’est grice & ce dernier lemme que nous obtenons le
codage voulu.

Lemme 3.3.13. Soit w = g(f“(a)) un mot infini morphique avec f : X* — ¥* et g : ¥* — I deux
morphismes non effacants. Alors il existe deux naturels strictement positifs p et q tels que

(g o fP)(f* ()] > I(g © fP)(a)]

et
(g o fRY(f1B))] = [(g o f7)(0)]
pour toute lettre b € ¥. De plus, (go fP)((f9)“(a)) = w.
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Pour démontrer ce lemme, nous choisissons la démonstration donnée par J. Cassaigne et F.
Nicolaslzl En fait, ils démontrent méme un résultat plus fort puisqu’ils ne supposent pas que les
morphismes sont non effacants. Il s’agit d’'une démonstration en trois temps : nous devons d’abord
prouver deux lemmes concernant les suites de naturels avant d’avoir enfin le résultat.

Lemme 3.3.14. De toute suite de naturels, on peut extraire une sous-suite constante ou une sous-
suite strictement croissante.

Démonstration. Soit (Vp)nen une suite de naturels. Nous allons scinder la preuve en deux parties
selon que la suite est majorée ou non.

Supposons tout d’abord que la suite (v,)nen est majorée. Alors v, ne prend qu’un nombre fini
de valeurs distinctes lorsque n parcourt N. Ainsi, il existe une valeur m € N telle que ’ensemble
{n € N | v, = m} compte une infinité d’éléments. Par conséquent, on peut extraire une sous-suite
de (vn)nen qui est constante et égale a cette valeur m.

Supposons que la suite (v,)neny n’est pas majorée. Dans ce cas, pour tout p € N, le naturel
M = max{wy,...,vp} ne peut majorer (v)nen. Par conséquent, il existe un naturel ¢ > p tel que
vy > Vp. En effet, si un tel naturel n’existe pas, cela signifie que, pour tout ¢ > p, on a vy < v et la
suite (v, )nen est alors majorée par M, ce qui est proscrit par hypothése. Grace a cette constatation,
nous pouvons construire par récurrence une sous-suite de (v,,)nen strictement croissante. O

Lemme 3.3.15. Soit d € Ny. Si (1/7(11))”61\1, ol (Vy(ld))neN sont des suz'tes de naturels, alors il existe

@ € NN strictement croissant tel que, pour touti € {1,..., d}, ( @(n )neN est strictement croissant
ou constant.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur d. Le cas de base correspondant & d = 1 est
vérifié par le lemme [3.3.14] Supposons que le résultat est vérifié pour d — 1 suites de naturels avec

d > 2 et montrons-le pour d suites. Soient (vp ( ))neN, ol (ufzd))neN des suites de naturels. D’une
part, en appliquant I’hypothése de récurrence aux suites (1/7(11) )neN7 .. (Védil))neN, il existe ¢p € NN
strictement croissant tel que, pour tout i € {1,.. — 1}, ( )nEN est strictement croissant

ou constant. D’autre part, puisque la suite (VQ(;&))TLEN est une 5u1te de naturels, le lemme |3.3.14

procure 1’ € NV strictement croissant tel que (v ((Z) oy )(n))neN est strictement croissant ou constant.

Pour finir, posons ¢ = 1) o ¢'. Dans ce cas, ¢ € NV est strictement cromsant par composition de

fonctions strictement croissantes et tel que, pour tout i € {1,...,d}, ( )neN est strictement
croissant ou constant puisque, pour i € {1,...,d—1}, ¢/ sélectionne une sous sulte d’une sous-suite
strictement croissante ou constante. ]

Lemme 3.3.16. Soit w = g(f“(a)) un mot infini morphique avec f : ¥* — ¥* et g : ¥* — I deux
morphismes. Alors il existe deux naturels strictement positifs p et q tels que
(g0 fP)(f* (@)l > (g o fF)(a)]
et
(g o f2)(f10))| = |(g 0 f7)(D)]
pour toute lettre b € ¥. De plus, (g o fP)((f?)¥(a)) = w.

Démonstration. Pour toute lettre b € X, définissons v®) : N = N : n P (f™(0))|. En fait,

=g
(Vq(@b))neN est une suite de naturels pour toute lettre b € X. La famille F = {(vp, (¢ ))neN | b e X} de
suites de naturels est finie puisque nous travaillons au moyen d’alphabets finis. Par le lemme [3.3.15]

17. Consulter [9]. Nous choisissons la preuve de J. Cassaigne et F. Nicolas plutot que celle donnée par F. Durand
dans [14], méme si cette derniére montre que les naturels p et ¢ peuvent étre choisis algorithmiquement, parce que
I’algorithme qui viendra aprés est basé sur la premiére.
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il existe p € NN strictement croissant tel que, pour tout b € X, (V;b(zl))neN est strictement croissant

ou constant. Posons p = (1) > 0 et ¢ = ¢(2) — ¢(1) > 0. Pour tout b € X, puisque (V;b()n))nEN est
croissant, on a

(g0 YO = vy = vy > vl = v = |(g o fF)B)].

Comme le mot w est infini, nous savons que

lim v = lim |g(f*(a))] = +oco.

n—-+oo n—-+oo
1 -sui 1 1 Vi Vi 1 1 Vi é Vi 1 1
Puisque toute sous-suite d’une suite qui converge vers l'infini converge également vers l'infin

on obtient également que lim @
n=too #(n)

constante. Elle est donc strictement croissante et nous avons
(g0 ) (f(@)] = vy = vy > V0 = vl = (g0 f7)(a).

Enfin, par la remarque 3.2.11} nous obtenons (g o fP)((f7)%(a)) = w. O

Nous voyons que le lemme est une conséquence directe du lemme précédent. Illustrons le
premier lemme.

= 400. Nous en tirons que la suite (V;‘EL))%N ne peut étre

Exemple 3.3.17. Définissons les alphabets ¥ = {a, b} et I' = {1, 2}, le morphisme f : ¥* — ¥* par
f(a) = abet f(b) = a et le morphisme g : ¥* — I'* par g(a) = 1 et g(b) = 22. Posons w = g(f“(a)).
On voit que les deux morphismes f et g sont non effagants, mais que

(g0 /)()] = lg(a)] =1 <2 =[g(b)].

Avec les notations du lemme [3.3.13| prendre p = 1 = ¢ convient car

(g0 F)(f(a)] = lg(aba)| = 1221 = 4 > 3 = [122] = |g(ab)| = [(g © f)(a)]

et
[(go ()] = lglab)| = 3 =1 = |g(a)] = [(g 0 [)(B)].
Finalement, on a aussi (g o f)(f“(a)) = g(f“(a)) = w puisque f¥(a) est un point fixe de f.

3.3.3 Un algorithme répondant a la question

Nous donnons maintenant I’algorithme de J. Cassaigne et F. Nicolaslﬂ pour obtenir les mor-
phismes o et 7 du théoréeme La proposition démontre que cet algorithme répond bien a
la question. Soit w = ¢g(f“(a)) un mot infini morphique avec f : ¥* — ¥* et g : ¥* — I'* deux mor-
phismes. Grace au lemme f et g peuvent étre pris non effagants. Si nécessaire, en appliquant

ensuite le lemme |3.3.13| et en remplagant f par f? et g par g o fP, nous pouvons supposerlﬂ que f
et g sont non effagants (par composition de morphismes non effagants) et vérifient les inégalités

lg(f(a)| > lga)] et [g(f(b))] = [g(b)], Vb€ %. (3.8)

Algorithme 3.3.18. Les données sont deux morphismes non effacants f : ¥* — YX* et g : ¥* — I'*
vérifiant les inégalités (3.8). La sortie consiste en deuz nouveaur morphismes o et T définis sur un
nouvel alphabet I1. Puisque g est non effacant, nous définissons 'alphabet

= {(bi) | beD,0<1i<|gb)|}

18. Voir [30] a la page 43.

19. Cet algorithme provient de [9].

20. Dans le cas de l'exemple il est nécessaire d’appliquer ce lemme, alors qu’il n’y a pas besoin de 'utiliser
dans ’exemple @ comme nous le verrons.
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et le morphisme o : ¥* — II* par
pour tout b € . Nous définissons aussi le codage 7: II* — I'* par
7(b,7) = (9(b))i+1

pour tout (b,i) € I, ot (g(b))ir1 dénote la (i + 1)°™¢ lettre apparaissant dans g(b), avec b € ¥ et
0 <i<|g(b)|. Il est clair que T o v = g puisque, par définition, on a, pour tout b € ¥,

T(a()) = 7((b,0)) 7((b,1)) - 7((b]g(b)] — 1)) = g(b).
187¢ lettre de g(b) 26™M¢ lettre de g(b) Derniére lettre de g(b)

Fizons une lettre b € ¥. Par définition et grice auz inégalités (3.8)), |a(f(b))| = [g(f(b))| > |g(b)| et
a(f(b)) peut donc étre factorisé en |g(b)| mots non vides de II*, une telle factorisation n’étant pas
forcément unique. Choisissons un tel découpage

a(f(b)) = wpowp1 +++ Whg(b)|-1

avec wy; € IIT pour tout i € {0,...,|g(b)| — 1}. En ce qui concerne la lettre a, puisque
la(f(a)| = |g(f(a))| > |g(a)|, nous imposons de surcroit que |wqo| > 2. Maintenant, nous dé-
finissons le morphisme o : II* — II* par

o ((b,4)) = wp,
pour tout (b,1) € II.

Proposition 3.3.19. Soit w = g(f“(a)) un mot infini morphique tel que f : ¥* — X* et
g : X% — I'* sont deur morphismes non effagcants vérifiant les inégalités . Alors les deux
morphismes T et o construits dans [’algorithme sont tels que w = 7(0“((a,0))), o est non
effacant et T est un codage. De plusEL st f a un type de croissance égal a (\,d) par rapport a la
lettre a, le morphisme o a un type de croissance égal & (A, d) par rapport a la lettre (a,0).

Démonstration. Par définition, nous voyons que 7 est un codage. De plus, puisque les mots wp;
définis pour tout b € ¥ et tout ¢ € {0,...,|g(b)| — 1} sont vides, o est un morphisme non effagant.

Prolongeabilité. Pour que 0“((a,0)) ait au minimum un sens, nous devons montrer que o
est prolongeable en la lettre (a,0) de II. Par choix du mot wqp, il existe un mot = € II* tel que
0((a,0)) = wq,0 = (a,0)x et on voit que

c"((a,0)) = (a,0)zo(z)--- J”_l(x)

pour tout n € Ny. Par conséquent, 0™((a,0)) est un préfixe strict de 0™ *1((a,0)) pour tout n € N
et, puisque o est non effagant, la suite des longueurs (|o”((a,0))|)nen est strictement croissante. On
en déduit que o est prolongeable en (a,0).

Montrons maintenant que w = 7(c“((a,0))). Posons u = f“(a). Puisque 7 o @ = g, nous avons
T(a(u)) = g(u) = w et il suffit donc de montrer que a(u) = 0¥((a,0)). Pour cela, montrons que
ao f =0 oa. Fixons une lettre b € ¥. Alors a(b) = (b,0)(b,1)--- (b, |g(b)| — 1) et

a(f(b)) = wp0wo,1 -+ W Jg(b)] 1
pour des mots wp; € IIT, 0 < i < |g(b)|. Dans ce cas, par définition de o, on obtient

o(a(b)) = a((b,0)a((b,1))---a((b, |g(b)] = 1)) = wpo w1 -+~ wyjg(e) -1 = (f(D))-

21. En fait, il est possible de lier les matrices d’incidence des morphisme f et o. Voir I’annexe
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On voit dés lors que o(a(u)) = a(f(u)) = a(u), ce qui entraine que a(u) est un point fixe de o.
Puisque u commence par la lettre a, a(u) commence par la lettre (a,0). Par la définition grace
a 'unicité du point fixe commencant par cette derniére lettre, on en tire que a(u) = 0*((a,0)).

Type de croissance. Il reste a prouver que ¢ a le méme type de croissancelﬂ par rapport &
(a,0) que f par rapport a a. Par hypothése, il existe deux constantes K, L > 0 telles que

Kn\" < [f"(a)| < LndA"
pour tout n € N suffisamment grand. Posons C' = max{|g(b)| | b € X} et C' = min{|g(d)| | b € X}.
Puisque ¢ est non effacant, C' > C’ > 0. Dans ce cas, pour tout n € N assez grand, nous avons
! dyn < n < dyn
Qn's® < lo(@)] < CL Y
> >

ce qui implique que |g(f™(a))] = O(n4A"). Or, par définition, puisque |g(b)| = |a(b)| pour tout
be XY et aof=o0o0a, on obtient que, pour tout n € N,

l9(f"(a))] = la(f"(a))] = [o"(a(a))],

ce qui montre que |(0™ o a)(a)| = O(A"n?). Nous savons que la suite (¢”((a,0)))nen converge vers
le mot infini 0“((a,0)) = a(u) = o(a(u)). Puisque f est prolongeable en a, il existe un mot y € X+
tel que f(a) = ay. Des égalités

(a,0)z0(z)o(x) - = 0“((a,0)) = o(a(u)) = (s 0 a)(a)(o 0 a)(y)(o 0 a)(f(y)) (oo a)(f*(y)) -,

on voit qu'il existe k1 € N tel que (0 o a)(a) est un préfixe de o*1((a,0)). Pour la méme raison, il
existe k2 € N tel que 01 ((a,0)) est lui-méme un préfixe de (o o a o f¥2)(a) = (o*2*1 0 a)(a). Par
conséquent, pour tout n € N, nous avons

" (a(a)] < o™ ((a, 0))] < |o" 2 (a(a)],

ce qui signifie que o a un type de croissance égal a (A, d) par rapport a la lettre (a,0) puisque k; et
ko sont des constantes. O

Illustrons 'algorithme |3.3.18| et la proposition |3.3.19

Exemple 3.3.20. Continuons l'exemple [3.3.8] Pour plus de facilité, renommons nos morphismes
et définissons ¥ = {a,b}, I' = {1,2}, f : ¥* — ¥* par f(a) = abet f(b) =ba et g : ¥* — T'*
par g(a) = 121 et g(b) = 112. Les morphismes f et g sont non effacants et vérifient les inéga-
lités ([3-8). Avec les notations de l'algorithme, II = {(a,0), (a, 1), (a,2), (b,0), (b, 1), (b,2)} puisque
lg(a)] = 3 = |g(b)|. Le morphisme « : ¥* — II* est alors donné par a(a) = (a,0)(a,1)(a,2) et
a(b) = (b,0)(b,1)(b,2). Le codage 7 est défini par le tableau

| (a,0) (a,1) (a,2) | (b,0) (b,1) (b,2)
()| 1 2 1| 1 1 2

TABLEAU 3.2 — Définition du codage 7 sur l'alphabet II.

Nous devons maintenant choisir une factorisation de a(f(a)) et de a(f(b)) en trois mots non
vides avec pour seule condition que |wg | > 2. Nous prenons, de facon arbitraire,

a(f(a)) = (a,0)(a,1) (a,2)(b,0) (b, 1)(b,2) et a(f(b)) = (b,0)(b,1) (b,2)(a,0) (a,1)(a,2).

TV TV
=Wa,0 =Waq,1 =Wq,2 =Wp,0 =Wp,1 =Wp,2

22. Remarquons que la recherche du type de croissance de o par rapport a la lettre (a,0) a bien un sens. En
effet, nous savons que toutes les lettres de ¥ apparaissent dans f“(a). Fixons une lettre b € X. Alors b apparait
dans f“(a) et, puisque 0*((a,0)) = a(f“(a)), on voit que a(b) est un facteur o ((a,0)). Par conséquent, les lettres
(6,0), (b,1),...,(b,|g(b)] — 1) apparaissent toutes dans 0 ((a,0)). Au total, toutes les lettres de II se retrouvent dans
a“((a,0)).
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Le morphisme o : IT* — II* est alors donné par le tableau

| o((a, %)) | a((b,7))
1 =0 || weo = (a,0)(a,1) Wy,0 = (6,0)(b,1)
i=1| w1 =(a,2)(b,0) | wp1 = (b,2)(a,0)
i =2 | we2=(b,1)(b,2) | wp2 = (a,1)(a,2)

TABLEAU 3.3 — Définition du morphisme o sur 'alphabet II.

Illustrons la derniére partie de la proposition [3.3.19] Le type de croissance de f par rapport &
a est donné parlﬂ (2,0). Comme |0"((a,0))| = 2" pour tout n € N, le type de croissance de o par
rapport a la lettre (a,0) est aussi égal & (2,0).

3.3.4 Nécessité des seconds morphismes dans la version morphique du théoréme
de Cobham

Le théoréme [3:3]] affirme que toute image, par un morphisme, d’'un mot engendré par un
morphisme est 'image, par un codage, d'un mot engendré par un morphisme non effacant. Ce-
pendant, 'affirmation « tout mot engendré par un morphisme est engendré par un morphisme non
effacant » est fausse comme 'ont montré J. Cassaigne et F. Nicolas dans le contre-exemple suivant.
Par conséquent, nous ne pouvons pas nous débarrasser du mot « image ».

Proposition 3.3.21. Soit f : {0,1,2}* — {0,1,2}* le morphisme défini par f(0) = 01222,
f(1) = 10222 et f(2) = €. Alors f est prolongeable en 0 et le mot infini u = f<(0) n'est engendré
par aucun morphisme non effacant de {0,1,2}*.

Démonstration. Il est d’abord clair que le morphisme f est prolongeable en 0. Avant de démontrer
la suite du résultat, nous avons besoin de quelques remarques.

Définissons le morphisme y : {0,1,2}* — {0,1}* par x(0) =0, x(1) =1 et x(2) = . En fait, ce
morphisme efface la lettre 2. Si nous considérons le morphisme de Thue-Morse ¢ : {0,1}* — {0,1}*
défini dans I'exemple nous pouvons aisément montrer que t oy = y o f. Il suffit de voir
que les deux morphismes coincident sur les lettres 0, 1 et 2. Par conséquent, nous voyons que
t(x(u)) = x(f(u)) = x(u) puisque u est un point fixe de f. On en tire que x(u) est un point fixe de
t. Nous remarquons que le mot y(u) commence par la lettre 0 et, si t désigne le mot de Thue-Morse,
nous avons x(u) = t par unicité du point fixe tirée de la définition . Maintenant, on voit que
u s’écrit comme une concaténation infinie de 01222 et de 10222. Par conséquent, si Fac(u) désigne
I’ensemble des facteurs du mot u, nous avons

Fac(u)N{0,1}* = {¢,0,1,01,10} (3.9)

et
Fac(u) N {2} = {e, 2,22, 222}. (3.10)

Procédons a présent par 1D’absurde et supposons qu’il existe un morphisme
g:{0,1,2}* — {0, 1,2}* non effacant tel que u = ¢*(0). Puisque u est un point fixe de g, 'image
par g de tout facteur (resp. tout préfixe) de u est un facteur (resp. un préfixe) de u. En particulier,
g(222) = (g(2))? est un facteur de u. Par conséquent, x((g(2))?) = (x(9(2)))® est un facteur de
x(u) = t. Or le mot de Thue-Morse est sans chevauchementlﬂ et donc aussi sans cube. Ainsi,

x(9(2)) == g(2) € {2}".

23. Souvenons-nous que f est le morphisme de Thue—Morse.
24. Voir [25] a la page 8.
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Vu légalité , on doit avoir (g(2))? € {e,2,22,222}. Comme g est non effacant, on en tire que
g(2) = 2. Puisque g engendre u, g(0) est un préfixe de u de longueur au moins deux. Puisque 01
est le préfixe de longueur deux de u, il existe z € {0,1,2}* tel que g(0) = 0lx. Comme 1222 est un
facteur de u, g(1222) = g(1)222 est aussi un facteur de u. Vu I'égalité (3.10)), la derniére lettre de
g(1), qui existe puisque g est non effagant, n’est pas un 2. Ainsi, il existe a € {0,1} et y € {0, 1,2}*
tels que g(1) = ya. Comme 10 est un facteur de u, g(10) = ya0lz est aussi un facteur de u. Le mot
a01 est donc aussi un facteur de u, ce qui contredit 1’égalité . Au total, il ne peut exister un tel
morphisme g. O

3.3.5 Comparaison des types de croissance par rapport aux lettres initiales

Pour terminer, nous souhaitons répondre a la question suivante : si f et ¢ sont les deux mor-
phismes du théoréme et si le type de croissance de f par rapport a la lettre a est (A, d), que
peut-on dire du type de croissance de o par rapport a la lettre a’ ? Pour répondre a cette question,
nous avons besoin d’'une derniére proposition.

Proposition 3.3.22. Soit f : ¥* — ¥* un morphisme prolongeable en une lettre a et de type de
croissance égal & (N, d) par rapport a la lettre a. Pour tout m € Ny, le morphisme f™ a un type de
croissance égal a (A", d) par rapport a la lettre a.

Démonstration. Fixons m € Ny. Tout d’abord, par la remarque |3.2.11} le morphisme f™ est pro-
longeable en a pour tout m € Ny. Ensuite, puisque (f™)¥(a) = f“(a), toutes les lettres de X
apparaissent dans (f™)“(a). Par hypothése, il existe des constantes K, L > 0 telles que

Knf\™ < |f"(a)| < Ln\"
pour tout n € N suffisamment grand. Par conséquent, il existe des constantes K’, L' > 0 telles que
K'nt(xm)" < | fm(a)] < L' (Am)"
pour tout n € N suffisamment grand. O

Nous pouvons donc lier les types de croissance par rapport aux lettres initiales des deux mor-
phismes f et o du théoréme de Cobham grace au corollaire [3.3.9] et aux propositions[3.3.19] et [3.3.22]
En effet, si le morphisme f a un type de croissance égal a (A, d) par rapport a la lettre a, nous savons
par le corollaire que le morphisme f’ du lemme a un type de croissance égal a (XN, d’) par
rapport a la lettre a ou le couple (\,d’) est donné par 'une des trois situations du corollaire
Ensuite, pour pouvoir appliquer I’algorithme nous devons éventuellement remplacer f’ par
I'une de ses puissances naturelles f’? bien choisie selon le lemme et le type de croissance de ce
dernier morphisme par rapport a la lettre a est alors (N7, d’) par la proposition Finalement,
par la proposition le type de croissance du morphisme o par rapport a la lettre o' = (a,0)
est (N9, d).

Cette proposition referme le dernier chapitre de ce travail. Nous y avons démontré le théoréme
de Cobham dans sa version morphique et en particulier défini le type de croissance d’un mot infini
pur morphique. Nous avons aussi pu comparer les types de croissance des morphismes f et o de
ce théoréme par rapport aux lettres initiales. Dans la conclusion, nous présentons un prolongement
possible et naturel & ce travail.






Conclusion

En guise de conclusion, nous souhaitons proposer un prolongement possible a ce mémoire. Un
motif d’étude des mots infinis est qu’ils permettent de coder les éléments d’un ensemble infini
au moyen d’un nombre fini de symboles. Ils sont particuliérement utiles dans le codage du mot
caractéristique d’un ensemble d’entiers X C N. En effet, si £ > 2 est un entier, un ensemble X C N
est dit k-reconnaissable si I’ensemble des représentations en base k£ des éléments de ’ensemble
X est un langage régulier, i.e. accepté par un automate fini. En 1972, A. Cobham a donné une
caractérisation précise des mots caractéristiques des ensembles k-reconnaissables : ils sont obtenus
comme les images, sous un codage, d’un point fixe d’'un morphisme k-uniforme [12].

D’aprés [17], I'ensemble de Thue-Morse T est un exemple d’ensemble reconnaissable. Il se définit
comme suit : un naturel n appartient & 7" si, et seulement si, la somme des chiffres de la représentation
en base 2 de n est impaire. Cet ensemble T' est 2-reconnaissable puisqu’il est accepté par 'automate
fini de la ﬁgure (en lisant les chiffres de poids fort ou de poids faible pour commencer). Les premiéres
lettres du mot caractéristique x de 71" sont 01101001100101 - - -. Il s’agit en fait de I'image du mot
infini t = abbabaabbaabab - - - par le codage 7 : {a,b}* — {0,1}* défini par 7(a) = 0 et 7(b) = 1. Ce
dernier mot t est, quant a lui, le point fixe du morphisme 2-uniforme o : {a,b}* — {a, b}* défini par
o(a) = ab et o(b) = ba, commengant par la lettre a, a savoir le mot de Thue-Morse. Nous obtenons
donc que x = 7(0%“(a)). Cependant, il existe une infinité de morphismes permettant de générer le
mot infini x. Par exemple, nous pourrions prendre le morphisme o’ : {a, b, c}* — {a, b, c}* défini par
o'(a) = abc, o'(b) = bea et o’(¢) = cccc et le codage 7' : {a,b,c}* — {0,1}* donné par 7/(a) = 0,
7'(b) =1et 7(c) =e.

FIGURE 1 — Automate acceptant I’ensemble de Thue-Morse T'.

Rappelons un autre résultat que 'on doit & A. Cobham en 1969 [11].

Théoréme 1. Soient k, £ > 2 deux naturels multiplicativement indépendants, i.e. tels que le quotient

log(k . . . . . .
1(;§((€)) est un nombre irrationnel. Si X C N est un ensemble simultanément k-reconnaissable et
£-reconnaissable, alors X est une union finie de progressions arithmétiques.

Du point de vue des morphismes [15], 29], ce résultat s’exprime en disant qu'un mot obtenu a la
fois comme 'image, sous un codage, d’un point fixe d’'un morphisme k-uniforme et comme I'image,
sous un codage, d’un point fixe d’'un morphisme f-uniforme est un mot wultimement périodique, i.e.
de la forme uv* = uvvv--- pour un mot u éventuellement vide et un mot v non vide.

Les systémes de numération abstraits sont des généralisations de nombreux systémes de numé-
ration, comme les systémes de numération & base entiére ou le systéme de numération basé sur
la suite de Fibonacci. Ces systémes de numération sont introduits en 2001 par P. Lecomte et M.
Rigo [6]. Un ensemble X C N est reconnaissable par rapport a un tel systéme de numération si
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I’ensemble des représentations de ses éléments au sein du systéme de numération considéré est un
langage régulierﬂ Gréace aux travaux de M. Rigo et de A. Maes [21], 27], une version du théoréme de
Cobham de 1972 est obtenue pour les systémes de numération abstraits, dont la preuve constructive
fait éventuellement apparaitre des morphismes effacants.

Théoréme 2. Un ensemble X C N est reconnaissable par rapport a un systéme de numération
abstrait basé sur un langage régulier si, et seulement si, le mot caractéristique x de X est morphique.

Puisque les systémes de numération abstraits sont des généralisations des systémes a base entiére,
il est naturel de chercher un équivalent du théoréme de Cobham de 1969 pour ces systémes de
numération particuliers. Dans le cas ol les seconds morphismes utilisés pour engendrer des mots
infinis morphiques sont non effacants, le théoréme suivant est obtenu par F. Durand [13].

Théoréme 3. Soient \, N deuz réels strictement plus grands que 1 et multiplicativement indépen-

dants, i.e. tels que le quotient lﬁ)gg((;\\,)) est un nombre irrationnel. Soient aussi u (resp. v) un mot

A-pur morphique (resp. N -pur morphique). Considérons ¢ et ¢ deuz morphismes non effa¢ants. Si
w = ¢(u) = ¢(v), alors w est ultimement périodique.

Si 'on veut généraliser le théoréme de Cobham de 1969, 'emploi de morphismes effagants pose
probléme. En effet, considérons le morphisme f : {a,b,c}* — {a,b,c}* défini par f(a) = ab,
f(b) = bac et f(c) = ccece. Ce morphisme est prolongeable en a et le mot infini

f¥(a) = abbacbacabcececbacabecece - - -

est 5-pur morphique (5 est la valeur propre dominante du morphisme f). Si 'on applique le mor-
phisme g : {a,b,c}* — {a,b}* défini par g(a) = a, g(b) = b et g(c) = € au mot infini f¥(a), nous
retrouvons le mot de Thue-Morse t = g(f“(a)). Ce mot ne contient pas de cube et n’est en particu-
lier pas périodique. Comme ce mot est aussi engendré par le morphisme o donné au début de cette
conclusion, il est 2-pur morphique. Pourtant, les entiers 2 et 5 sont multiplicativement indépendants.
Pour pouvoir généraliser le théoréme de Cobham, il faut donc considérer simultanément les deux
morphismes f et g pour définir correctement l'ordre de croissance associé au mot d’intérét.

Le but ultime est donc de généraliser le théoréme de Cobham de 1969 aux systémes de numération
abstraits que I'on peut conjecturer comme suit.

Conjecture 4. Soient S et T deux systémes de numération abstraits construits sur des langages
réguliers indépendants, pour une notion d’indépendance & définir proprement (on distinguera le
cas des langages a croissance polynomiale de ceux & croissance exponentz’elleﬂ). Si X C N est un
ensemble simultanément S-reconnaissable et T-reconnaissable, alors X est ultimement périodique,
i.e. une union finie de progressions arithmétiques.

Pour pouvoir obtenir cette généralisation, une premiére étape est d’étudier le passage d’un sys-
téme de numération abstrait & un mot morphique et vice-versa. En effet, une construction explicite
permet, étant donné un automate reconnaissant une partie X dans un systéme de numération
abstrait, de fournir deux morphismes permettant d’engendrer le mot caractéristique de X et réci-
proquement. Cependant, comme nous ’avons déja mentionné, la preuve constructive fait apparaitre
des morphismes potentiellement effagants et cela pose probléme. De plus, le cas des morphismes et
des langages a croissance polynomiale doit aussi étre étudié en profondeur. En effet, on remarquera
que le théoréme [3| suppose les réels A\, X strictement plus grands que 1, alors que le cas polynomial
correspond & une valeur propre égale a 1.

1. Si le systéme de numération abstrait est noté S, on parle aussi d’ensemble S-reconnaissable.
2. La fonction de complexité d’un langage régulier est bornée soit par un polynéme, soit par une fonction expo-
nentielle [29].



Annexes

A Compléments aux lemmes [1.3.35] et [1.3.37

Reprenons les notations du lemme [1.3.35] Nous savons que les ensembles C, avec
r €{0,...,p— 1} forment une partition de ’ensemble des sommets {1,...,m} du graphe G(M).

Proposition A.0.1. Ces ensembles sont invariants par rapport au sommet initial choisi, i.e. effet
d’un changement de sommet initial ne modifie pas la composition des ensembles, mais n’affecte que
leur ordre et ce, de maniére cyclique.

Démonstration. Dans la preuve du lemme nous avons privilégié le sommet 1 comme sommet
initial. Dans la suite, pour tout j € {1,...,m}, nous notons r; € {0,...,p — 1} le reste modulo p
associé au sommet j provenant de la classification par rapport au sommet 1.

Fixons un autre sommet initial ¢ € {1,...,m}. Nous pouvons recommencer la classification,
mais, cette fois-ci, nous l'effectuons par rapport au sommet i. Pour tout j € {1,...,m}, nous notons
ensuite r} € {0,...,p — 1} le reste modulo p obtenu par rapport a cette nouvelle classification.

Soit un sommet j € {1,...,m}. Grace a la classification effectuée par rapport au sommet 4, nous
obtenons, dans G(M), un chemin ¢ de i vers j de longueur np + 7“3- avec n € N. Maintenant, grace a
la classification effectuée par rapport au sommet 1, dans G(M), il existe un chemin ¢’ de longueur
n'p+r; de 1 vers ¢ et un chemin ¢’ de longueur n”p 4+ r; de 1 vers j avec n’,n” € N. Puisque la
matrice M est irréductible, nous savons qu'il existe un chemin de j vers 1 dans G(M). Notons-le
¢”. La situation dont nous parlons est décrite & la figure [A1]

FIGURE A1l — Chemins entre les sommets 1, ¢ et j.

En empruntant le chemin ¢’ suivi du chemin ¢”’, nous obtenons un cycle sur le sommet 1 dans
G(M). Par définition de la période, il existe n’”’ € N tel que n”’p —r; est la longueur du chemin ¢”.
En suivant ensuite les chemins ¢, ¢ et ¢/, nous obtenons un cycle sur le sommet i dans G(M) et,
par définition de la période, on a

ri+ 7 =r; (mod p).

Ceci signifie que la composition des ensembles reste inchangée. En effet, si deux sommets appar-
tiennent au méme ensemble, ils ont le méme reste associé a la classification par rapport & 1. Dans la
nouvelle classification, le méme reste leur est attribué. Cependant, 'ordre des ensembles peut étre
sujet & une permutation cyclique. Au total, 'effet d’'un changement d’indice initial ne modifie pas
la composition des ensembles, mais n’affecte que leur ordre et ce, de maniére cyclique. ]
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Exemple A.0.2. Reprenons 'exemple [I.3.36] En choisissant le sommet 1 comme sommet initial,
nous avons obtenu les ensembles Cy = {1,4}, C; = {3} et Cy = {2,5}. Nous allons déterminer les
ensembles C!. obtenus grace a la classification des sommets par rapport au sommet initial i = 3.
Dans la classification par rapport au sommet 1, le sommet 3 appartient a Cy et donc r; = r3 = 1.
Le tableau donne la classification des sommets par rapport au nouveau sommet initial. Avec
celui-ci, on en déduit que la nouvelle classification est donnée par

06201:{3}, 01202:{2,5} et Cé:COZ{l,Zl}.

Il s’agit bien d’'une permutation cyclique de 'ancienne classification et on voit que la composition
des ensembles n’a pas changé.

r; €{0,1,2} ‘ ri + 7% =7; (mod 3) ‘ r; €{0,1,2}

0 1475 =0 (mod 3) 2
1 1475 =1 (mod 3) 0
2 1475 =2 (mod 3) 1

TABLEAU A1l — Nouvelle classification des sommets par rapport au sommet initial i = 3.

Définition A.0.3. Soit N une matrice réelle positive par blocs. Le graphe de chemins associé a N,
noté Ge(N), est le graphe orienté défini de la fagon suivante. Si s € Ny est le nombre de blocs sur
la diagonale de la matrice IV, alors les sommets du graphe sont les naturels 1,...,s. Si 4;; est le
bloc situé sur la ™€ ligne et la j°™¢ colonne de la matrice N, alors, dans le graphe, nous inscrivons
un arc du sommet 7 vers le sommet j de label A; ; uniquement si ce bloc est non nul.

Lemme A.0.4. Soit N une matrice carrée réelle positive par blocs possédant s € Ny blocs sur sa
diagonale. Pour tout n € N, le bloc correspondant a la position (i,j) avec i,j € {1,...,s} dans N"
est la somme des labels des chemins de longueur n joignant i a j dans le graphe Ge(N).

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n € N. Pour n = 0, nous devons montrer que

le bloc correspondant & la position (i,j) avec i,j € {1,...,s} dans N est la somme des labels
des chemins de longueur 0 de i & j dans G¢(N). Or un chemin de longueur 0 dans G¢(N) existe
uniquement entre le sommet ¢ € {1,...,s} et lui-méme. Ce chemin porte le label I ou I est la

matrice identité avec la dimension adéquate. De plus, dans NV, seuls les blocs diagonaux ne sont
pas nuls et sont égaux a la matrice identité (pourvue d’une dimension adéquate).

Pour n = 1, nous devons montrer que le bloc correspondant & la position (i,7) avec
i,j € {1,...,s} dans N est la somme des labels des chemins de longueur 1 de ¢ & j dans G¢(N).
Ceci est vrai par définition de G¢(N).

Supposons maintenant que le résultat est vrai pour m € {0,...,n} avec n > 1 et démontrons-le
pour m = n+ 1. Nous devons donc montrer que le bloc correspondant & la position (7, 5) dans N™*!
est la somme des labels des chemins de longueur n+1 de ¢ & j dans G¢(V). Fixons 4,5 € {1,...,s}.
Par définition du produit matriciel,

S

(N )ig =D (N™)ieNe-
/=1

Par hypothése de récurrence, (N™); ¢ (resp. Ny ;) est la somme des labels des chemins de longueur
n (resp. 1) de i vers ¢ (resp. £ vers j) dans G¢(NV). Ainsi, le produit (N™); ;N; ; est la somme des
labels des chemins de longueur n + 1 de i vers j en passant par £ dans G¢(N). On en conclut que
Y =1 (N™); ¢Ny j est la somme des labels des chemins de longueur n+1 de ¢ vers j dans G¢(N). O
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Proposition A.0.5. Soit M € R une matrice positive, irréductible de période p > 1 et différente de
(0)1x1. Il existe une matrice de permutation P (essentiellement basée sur les ensembles Cy, . ..,Cp_1)
de dimension m telle que

0 By 0 --- 0
0 0 By --- 0
P lMP = : Do (A1)
0 0 0 -+ By
B, 0 0 -- 0
ot les blocs By avec r € {0,...,p — 1} sont des matrices positives (pas forcément carrées), de
dimension adéquate et non nulles et telle que
Ry 0 - 0
. 0 Ry .- 0
pmrp=| . (A2)
0 0 - R,
ot les matrices R, avec r € {0,...,p — 1} sont des matrices carrées primitives. De plus, les blocs
R, avec r € {0,...,p — 1} sont obtenus comme une permutation cyclique des facteurs du produit

By~ By

Démonstration. Tout d’abord, les lemmes [1.3.35] et [1.3.37] permettent d’établir les égalités (Al
et (A2). Grace a celles-ci,

0 By 0 0 \” R0 0

0 0 B 0 00 R, 0

0 0 0 - By, :
B,y 0 0 -~ 0 00 Hp-1

Ensuite, le graphe de chemins G¢(P~!MP) associé a la matrice est donné & la figure puisque
tous les blocs sont non nuls.

By

FIGURE A2 — Graphe de chemins G¢ (P~ M P) associé a la matrice carrée positive par blocs P~ M P.

Ces deux informations et le lemme permettent d’affirmer que le bloc primitif R,, avec
r € {0,...,p— 1}, est obtenu comme la somme des labels des chemins de longueur p du sommet r
vers ce méme sommet dans Ge(P~'MP). Vu les arcs de ce graphe, pour tout r € {0,...,p — 1},
nous pouvons donc écrire que R, = B,.--- B, 1Bgy---B,_1 puisqu’il n’y a qu’un unique chemin
de longueur p au sein du graphe G¢(P~!'MP) du sommet r vers lui-méme. Ainsi, les blocs R,
avec r € {0,...,p — 1} sont obtenus comme une permutation cyclique des facteurs du produit
By---Bp_1. O

Exemple A.0.6. Reprenons I'exemple [1.3:39] Dans I'exemple [.3:36] nous avons obtenu les trois

blocs positifs non nuls
1 2 1
BOZ<1>,31:(1 l)et32:<1 1)
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et, dans I'exemple [1.3.39] les trois blocs primitifs

3 2 3 3
R0—<3 2),R1—(5)etR2—<2 2).

Il est facile de vérifier que RO = BoBlBQ, R1 = BlBgBo et RQ = B2BOB1.

B Quelques résultats préliminaires a la preuve du lemme 2.2.2

Dans cette annexe, nous démontrons les trois points de la proposition [2.1.3]

Proposition B.0.1. Pour tout m € N et tout A € Ryq,

n

D A =0(n™A). (B1)

=0

Démonstration. Pour démontrer ceci, nous fixons A € R<; et nous procédons par récurrence sur
m € N. Pour m =0,

n+1
Z M= A 1 = 0(n°A").

Supposons que le résultat est vrai jusqu’au cran m et vérifions-le pour le cran m + 1. En utilisant
le binéme de Newton d’abord et I’hypothése de récurrence ensuite, on a

n m+1
i(z_‘_l m+1)\z_zz +1,Lj)\2 sz—l-l)\z_i_zz +1Z])\z
=0 =0 j=0 =0 j=0
_ Z m+1>\z_’_chjn+1 ZZ])‘Z
J=0 *Cste H/—’
=0O(niAn)
=0(nmA")

puisque le comportement global est déterminé par le plus grand de tous les comportements. Cette
suite d’égalités entraine que

D (4 D)™HN Y i IN = oA,
i=0 i=0
Or
n ' n ) n—1
Z(Z + 1)m+1)\1 o Zim—i-l/\z _ (n + 1)m+1)\n + Z i+1 m-i-l)\z sz-&-l)\z
=0 =0 =0 =0
= (n+1)"+H) +XZZ TNy
i=0 i=0
1 = ,
= (n+ 1"\ + <A - 1) > i,
i=0
ce qui permet de dire que
n ) 1 m+1)\n
D it = nt DTN O(n™A") = ©(n™ 1AM O

(1-3)
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Remarque B.0.2. Dans [10], on trouve le comportement exact de la somme (B1)).
Lorsque le réel A\ de la proposition précédente est égal & 1, nous obtenons le résultat suivant.

Proposition B.0.3. Pour tout m € N,
n
Y im=emmh. (B2)
i=0
Démonstration. Procédons par récurrence sur m € N. Pour m = 0,

Zio =n+1=0(n).
=0

Supposons que le résultat est vrai jusqu’au cran m et montrons-le pour le cran m + 1. En utilisant
le bindéme de Newton d’abord et I’hypothése de récurrence ensuite, on a

n n m+2 n m ]
Z(z 4 1)m*2 = Z Z Cm+2zj = sz” + Z I%zm“ + Z ZCanij
=0 =0 5=0 i=0 j=0

n
:; +2+Z (m+2) m+1+z I o Zz
—cste R/-/
=O(nitl)
=0 (nmt1)

n

Z(z+1)m+2 (n+ 1 m+2 _|_Z m+2
i=0 i=0
ce qui implique que

n
St = WEDPE gy
m

Par conséquent, nous obtenons

n
> it = e (™). m
1=0

Proposition B.0.4. Pour tout q € No, Cpq = # {(i1,...,iq) € NT|iy + -+ + i, =n} = O(nd™1).
Démonstration. Nous procédons par récurrence sur ¢ € Ng. Au niveau des cas de base, pour ¢ = 1,
Coi=#{icNli=n}=1=0(n"

et pour g = 2,

2=#{(i,)) eN’|i+j=n}=n+1=06(n")
puisque ¢ peut parcourir les naturels entre 0 et n, ce qui donne n + 1 possibilités, mais, lorsque %
est fixé, j ne peut prendre qu’une valeur, & savoir n — ¢. Supposons que le résultat est vrai pour
m € {1l,...,q} avec ¢ > 2 et vérifions-le pour m = ¢+ 1. On a

Crgrr = #{(i1,- -, ig41) e NTH iy o g =n}
_ZCn JQ_Z qu = 0(n%)

*G(Jq 1)
en utilisant d’abord I’hypothése de récurrence, puis la formule (B2]). O
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I est aussi possible de donner le comportement exact de C,, 4 pour tout g € Np.

Proposition B.0.5. Pour tout ¢ € Ny, C), 4 = Cf;;fl.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur g € Ng. Au niveau du cas de base, pour g = 1,
Coi=#{icNli=n}=1=CY.

Supposons que le résultat est vrai pour tout m € {1,...,¢ — 1} avec ¢ > 2 et montrons-le pour
m = ¢q. En utilisant la définition et I’hypothése de récurrence, on a

n n
Cn7q:#{(i17"‘7iq) ENq‘Zl—'_+7’q:n}:Zijq_1:ZC?;2_2
§=0 J=0

Or, pour tout p € N, on a

n n
; 0., 0 1
> C,=D 0 =Gt + G = Cl + G+ + Gy
=0 =0 —_———

:Czla+2
_ 11 2 n _ _ n—1 n __n _ w1
=Gt Cot o+ 0 = =G + G, = Gy = Cn+p+1
~—_——
=Cors
en utilisant la formule du triangle de Pascal en cascade. Par conséquent, Cy, ; = C‘T];zfl. [

C Compléments a la preuve du lemme 2.2.2

C.1 Complément a ’exemple

Reprenons les notations de ’exemple au cceur de la preuve du lemme La matrice M
considérée est la matrice triangulaire inférieure par blocs donnée par

A
D
F

eV

0
0
C

ou les blocs A, B, C sont primitifs ou nuls de dimension 1 et son graphe de chemins est donné a la

figure [2.1]

Proposition C.1.1. Le bloc correspondant a F dans M™ (resp. D, E) avec n € N est la somme
des labels des chemins de longueur n joignant 3 a 1 (resp. 2 a 1, 3 a4 2) dans le graphe Ge(M) de
la figure[2.1]

Démonstration. 11 s’agit d’un cas particulier du lemme [A70.4] O

Proposition C.1.2. Reprenons les notations précédentes et celles de la prewve du lemme[2.2.9

(1) Si p(A) = p(B) = p(C) >0, D # 0 et E # 0, alors les éléments du bloc (2.6 ont un
comportement en ©(n? p(A)").

(i7) Sip(A) =p(B) > p(C) >0, D #0 et E+#O0, alors les éléments de ce bloc ont un comporte-
ment en ©(n p(A)").
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Démonstration. Preuve de (z). Supposons que 8 = p(A) = p(B) = p(C) >0, D #0et E #0. Le
premier terme de la somme (12.7]) se réécrit

n—2 n—2—i

i1+io+i3 _ on— _ oan— _ an— n(n_l)_ n
Y, putEthagnm Y 1=y Y 1= = 6(n?8")

i1+ig+iz=n—2 i1+ig+iz=n—2 11=0 12=0
11,912,130 i1,i2,1320

tandis que le second est égal a

n—1
Z Biﬁ»ig — /anl Z 1= anl Z 1 = ﬁnfln _ @(nﬁn)
i1+io=n—1 i1+12=n—1 i1=0
11,420 i1,i2>0
Par conséquent, le comportement (dominant) des éléments du bloc est en O(n%3").
Preuve de (¢¢). Supposons que 8 = p(A) = p(B) > p(C) =~v >0, D # 0 et E # 0. Tout
d’abord, le comportement est déterminé, & une constante prés, par

n
Y BTy =) Cuafyt
=0

t1t+iztiz=n
11,12,i320

ot Cpp = #{(i,7) € N*|i + j = £} = £+ 1. Ainsi,

n L n ¢ n L
y mergun ) £ £ Q)
i1‘+i‘2fi3:n /=0 = (=0

11,12,13>0

Gréace a la formule (B1]),

n l n n l n
>r(5) -e((5)) « 1) ()
£=0 v v (=0 Y Y
ce qui montre que le comportement des éléments du bloc (2.6)) est en ©(ns"). O

C.2 Complément au cas général

Passons maintenant & la preuve de la majoration présente dans le cas général. Pour cela, nous
avons besoin de deux résultats.

Lemme C.2.1. Soient P,Q € R[z| deuz polynomes premiers entre eux. Notons ), ~qanz" la
série génératrice de la fraction rationnelle g, Supposons que xg est un zéro réel non nul de @ de

n
multiplicité mg > 0 tel que, pour tout autre zéro x de Q, |x| > |wo|. Alors a, ~ n™0~! (%) G une

constante multiplicative pres.

Démonstration. Notons xq,...,z, les zéros distincts de (¢ de multiplicité respective
mo > 0,...,mp, > 0. Par la décomposition en fractions simples sur C, il existe un polynéme
R € R[z] et des constantes ¢; ; € C tels que
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Notons que, puisque zg est un zéro réel de multiplicité mg de @), nous avons cg,, € Rg. De plus,
nous savonsH que, pour tout t € N et tout a € R,

(1= az)t+t =D Chyas"

n>0
Par conséquent, pour tout n € N assez grand, nous avons
p my n
ot (L
n = Ci,j n+j—1 :
=0 j=1

Nous observons deux choses :
(1) Sii€{0,...,p}, alors C _, est un polynéme de degré j —1 en n pour tout j € {1,...,m;}.
(i1) Sii e {1,...,p}, alors W > W puisque 0 < |zo| < |z4].

n
. . mo—1 [ 1 N RT . N
Puisque ¢y m, # 0, on en tire que a,, ~ n'"° (Tro) A une constante multiplicative prés. ]

Lemme C.2.2. Pour tout p € N, nous avons

Zipxi = (1 f(;))pﬂ

i>0

ot P € R[z] est un polynéme qui ne s’annule pas en 1.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur p € N. Si p = 0, alors nous savonsE| que

D ot =

>0

et ’énoncé est vérifié. Supposons que le résultat est vrai jusqu’au cran p — 1 et montrons-le pour
p > 1. D’une part,

Z(z + 1)Pzt — Zz’pxi = Zipxi_l - Zipxi = Zipazi_l — xZip:Bi_l

i>0 i>0 i>1 i>1 i>1 i>1
o 1—2x o
=(1—-2x) g Pt = = g iPx’
x
i>1 i>1
1—=z g
= g P
X °
>0

et, d’autre part,

BRSO S S NSUNCRID 5) pic Tt
i>0 i>0 i>0 i>0 j=0
par le binébme de Newton. On en tire que

. . x . s
E LA Cg) E at
1—=x

i>0 j=0 >0

1. Voir par exemple [24] a la page 141.
2. Voir par exemple [24] a la page 135.
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Or, par hypothése de récurrence, pour tout j € {0,...,p — 1}, il existe un polynoéme P; € Rx] tel
que ) 5 iat = % et pour lequel P;(1) # 0. Ainsi, nous obtenons

11—z 4 —g)itl (1 — x)ptl (1 —g)ptt

p1 r—l oy p _ i1
> irat = x S 1Pj(x) 2 G P(a) (1 —x)P T P(a)
>0 P

ou P(x) = :L'Zf éCg,P ()(1 — 2)P=7~1 € R[x]. Il est clair que P(1) # 0, sinon nous devons avoir

P,_1(1) =0, ce qui est impossible. O

Remarque C.2.3. Soit p € N. Alors, par le lemme précédent, Zizo iPrt = %. Dans ce cas,

tous les zéros de P sont négatifs ou nuls.

Soient p,q € N et a € R-1. Le n®° terme du produit de Cauchy (ou produit de convolution)
des deux séries formelles Zizo Patzt et Y >0 j927 est donné par

Z zpajq—Zzp (n—1i)?

i+j=n

Par le lemme nous savons que

Zipaixi: P(ar) ot ijx] Q(x)

— +1 (1 — z)atl
= (1—az)P = —x)4

ou P,@Q € R[z] sont des polynomes tels que P(ax) ‘x_7 # 0 et Q(1) # 0. Les hypothéses du
lemme étant vérifiées (se rappeler la remarque ,

n

Zz‘pai(n — )7 ~ nPa”

1=0

a une constante multiplicative (strictement positive) pres.

D Complément a la preuve du lemme

Reprenons les notations des lemmes [3.3.2] [3.3.5] et [3.3.7] Dans ce dernier lemme, nous disposons
d’un mot infini morphique w = g(f“(a)) avec deux morphismes f : ¥* — ¥* et g : ¥* — I'*. En
appliquant alternativement les lemmes et nous construisons les morphismes d’intérét f’
et ¢.

Supposons qu’a I’étape ¢ du procédé, nous disposons de 'alphabet ¥; C ¥ et des morphismes
fi X7 =X et g X =T A D’étape i + 1, nous devons appliquer soit le lemme (premier
cas), soit le lemme m (second cas). Remarquons que nous détaillons les applications successives
des lemmes [3:3:2) et [3.3-5] alors que nous les avons fusionnées dans le lemme [3:3.7]

Premier cas : Notons k; le nombre de lettres mortelles de f;. Dans ce cas, nous obtenons
un nouvel alphabet 3,11 C ¥, constitué des lettres immortelles de f; et les deux morphismes
Jiv1 127 — X5 et gy 0 X7, — I définis respectivement par

fir1 = (ks 30 © fi)

* .
i+1

k;
T N et gl+1:(glof1 )2

Second cas : Nous choisissons le plus gros sous-alphabet A; de ¥; tel que A; C ¥; N g, 1(5)
et tel que fi(A;) € A} et nous posons ;11 = %; \ A;. Nous obtenons les deux morphismes
Jiv1 187 = X7 et giyr 0 X7 — ' définis respectivement par

fit1 = (kx,.A, 0 fi)

s, o6 Git1 = gijzr |
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Proposition D.0.1. Soit b € 3. Alors gl(flj(b)) =% ¢ pour une infinité de naturels j si, et seulement
s, gi+1(fl-]+1(b)) % & pour une infinité de naturels j.

Démonstration. Supposons étre dans le premier cas. Supposons que gi41( fg_s_l(b)) #£ € pour une
infinité de naturels j. Alors

(g0 f o kim0 F1)(b) # ¢

pour une infinité de naturels j € N. Or nous avons ffi OKS, Sy pm = flk’ Par conséquent,

(gio fF7)(b) £ €

pour une infinité de naturels j € N. On en tire que g;( fij (b)) # € pour une infinité de naturels
j. Supposons maintenant que g;( ff(b)) # ¢ pour une infinité de naturels j. On voit que b n’est
pas mortel par rapport a f;, i.e. b € ¥;11. Ainsi, dans le graphe correspondant au morphisme f;,
on atteint au moins une composante primitive en partant de la lettre b. Dans ce cas, il existe une
composante primitive telle que, pour une lettre e € 3; de cette composante,

(i) il existe M € N tel que le mot fM(b) contient la lettre e;

(17) il existe N € N tel que le mot f/'(e) contient la lettre e pour tout n > N ;
(iii) gi(e) #e.
En particulier, e n’est pas mortel par rapport & f;. Par primitivité de la composante dans laquelle
se trouve la lettre e, il existe une lettre e’ € 3; de cette composante telle que

(iv) le mot f¥i(e’) contient la lettre e

(v) il existe N” € N tel que le mot f!*(e) contient la lettre € pour tout n > N'.
On voit que €’ n’est pas mortel par rapport & f;. De plus, vu (1) et (i7), fij(b) contient la lettre
e pour tout j > M + N. Vu (v), f{(b) contient la lettre ¢’ pour tout j > M + N + N’. Par
conséquent, (kx; x; \, © f7)(b) contient la lettre ¢’ pour tout j > M + N 4 N'. Par (iv), on voit que

(fFio K$4,5 1 © fl])(b) contient la lettre e pour tout j > M + N + N'. Vu (éii), on a

i1 (fL1(0) = (gi o fli o kim,m 0 F1)(b) # €

pour tout j > M + N + N'. '
Supposons étre dans le second cas. Supposons que g;+1(f] +1(b)) # & pour une infinité de naturels
j. Alors '
(gio Ky, © fz])(b) # e

pour une infinité de j € N. Or nous avons g; o kx,; A, = ¢;- Par conséquent,

(gio f1)(b) # e

pour une infinité de j € N. Supposons maintenant que g;( fij (b)) # € pour une infinité de naturels j.
Par le méme raisonnement que dans le cas précédent, il existe une lettre e € ¥; vérifiant (7), (i7) et
(731). Nous voyons que e ¢ A; et, pour toute lettre €’ € ¥; pour laquelle e apparait dans fiL (e’) pour
un certain L € N, on a ¢/ ¢ A;. En particulier, b ¢ A; et b € ¥;1;. Vu (i) et (i), ff(b) contient la
lettre e pour tout j > M + N. Par (iii), on a

git1 (fL1(0) = (g5 o ks a, 0 f1)(b) # &
pour tout j > M + N. O

Si b est une lettre de Yy, alors on sait que gg(fg (b)) # e pour une infinité de naturels j. Dans
ce cas, en remontant jusqu’au début, nous obtenons que g(f’P(b)) # € pour une infinité de naturels
j. Par conséquent, b est une lettre de ¥’. De la méme facon, si b est une lettre de X/, g(f/P(b)) # ¢
pour une infinité de naturels j, ce qui implique que b est une lettre de ¥,. Au total, ¥/ = %,.
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E Dilatation de matrices

Cette annexe traite d’une opération particuliére sur les matrices carrées réelles : la dilatation.
En fait, on peut voir que cette notion est en lien avec le produit d’automates qui apparait dans [27]
(voir [29] pour un exemple). Elle permet aussi de donner des informations supplémentaires quant
aux transformations que nous avons appliquées aux morphismes dans ce travail. Dans un premier
temps, nous donnons la définition de cette nouvelle notion et nous I'illustrons. Dans un deuxiéme
temps, nous comparons le spectre d’'une matrice carrée réelle et celui de ses dilatées. Enfin, nous
montrons que la matrice d’incidence du morphisme ¢ de 'algorithme [3.3.18| est une matrice dilatée
du morphisme f de cet algorithme.

E.1 Définition et exemple

Lors de la dilatation d’une matrice carrée réelle M, I'idée est de remplacer de facon convenable
chaque élément M; ; par une matrice de dimension k; x k; dont la somme des éléments de chaque
ligne donne M; ;. De facon plus précise, nous donnons la définition suivante.

Définition E.1.1. Soit M € R} une matrice. Une matrice D € R avec n > m est appelée matrice
dilatée de M ¢’il existe des naturels non nuls k1, ..., k,, tels que

(1) 2ty ki =n;
(7i) les lignes et les colonnes de D sont toutes deux indicées par des couples (i, k) on 1 <1i < m et
1<k <k,

(7i7) la matrice D satisfait a la condition suivante :

k;
Vi,j € {1,...,m},Vk S {1,...,]@‘}, ZD(i»k)(LZ) :MiJ‘. (El)
/=1
Le vecteur (ki,...,km) est appelé le vecteur de dilatation de D. Nous notons Dil(M) I'ensemble des

matrices dilatées de M.

En d’autres mots, étant donnée une matrice réelle M de dimension m, une matrice dilatée de

M ayant pour vecteur de dilatation le vecteur (ki,...,k;,) est une matrice réelle par blocs
Bipx -+ DBinm
D= : . :
Bm,l T Bm,m
ot chaque bloc B;; avec i,j € {1,...,m} posséde k; lignes et k; colonnes de sorte que, pour tout
ke{l1,...,k;}, nous avons
k;
D (Bijke = M. (E2)
/=1

La définition précédente peut étre adaptée aux vecteurs colonnes. L’idée est alors de répéter
plusieurs fois une méme entrée pour respecter la compatibilité de la multiplication d’une matrice
par un vecteur colonne. Plus exactement, nous donnons la définition suivante.

Définition E.1.2. Soit 7 € R™ un vecteur. Un vecteur 7 € R" avec n > m est un vecteur dilaté
de 7 'il existe des naturels non nuls ki,...,kny tels que

(1) D5ty ki =n;
(7i) les composantes de 7 sont indicées par des couples (i,k) on 1 <i<met 1<k <k;;
(4ii) pour tout i € {1,...,m} et tout k € {1,...,k;}, on pose d(; ) = ;.
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De la méme fagon, le vecteur (ki,..., k) est appelé le vecteur de dilatation de 7

En d’autres termes, étant donné un vecteur réel 7 de dimension m x 1, un vecteur dilaté de 7

ayant pour vecteur de dilatation le vecteur (ki, ..., k) est un vecteur réel par blocs
By
B
ou chaque bloc B; avec i € {1,...,m} posséde k; lignes (et une colonne) de sorte que, pour tout

ke {1, ey ki}, nous avons (Bz)k = d(%k) = x;.

Exemple E.1.3. Considérons l'alphabet ¥ = {a,b,c} et le morphisme f : ¥* — X* défini par
f(a) = abeb, f(b) = cab et f(c) = ba. La matrice d’incidence du morphisme f est

1 11
Mat; = M = 2 1 1
1 1 0
Considérons aussi le vecteur
1
Z=10
2

Nous allons construire une matrice dilatée D (resp. un vecteur dilaté 7) de la matrice M (resp.
du vecteur 7’) ayant pour vecteur de dilatation le vecteur (1,2,2).

Occupons-nous d’abord de la matrice de dilatation. Au vu de la réécriture de la définition
la matrice D est une matrice réelle par blocs. Puisque le vecteur de dilatation est le vecteur (1,2, 2),
onaky =1, ko =2et k3 =2 et la matrice D doit prendre la forme suivante

Bi1 | Big | Bis } 1 ligne

Bs1 | Baa | Bog } 2 lignes

Bgyl Bgyg 3373 }2 lignes
N e

1col. 2col. 2col

ot le bloc By1 possede une ligne et une colonne; les blocs By 2 et By 3 possédent une ligne et deux
colonnes; les blocs By 1 et Bz 1 possédent deux lignes et une colonne; les blocs Ba g, B3, B3 o et
Bs 3 possédent deux lignes et deux colonnes. Autrement dit, la matrice D peut se réécrire comme

(Bi1)11 | (Bi2)1n (Bi2)i2 | (Big)in (Bi3)iz2
(B2a)11 | (B22)11 (B22)12 | (B23)i1 (B23)12
(B2,1)2,1 | (B22)2,1 (B22)22 | (B23)21 (B23)22
(B31)1,1 | (Bs2)1,1 (Bs2)1,2 | (B33)in (B3g)i2
(B31)2,1 | (Bs2)2,1 (Bs2)22 | (B3s)2n (B33)22

ot (Bj;)re € R pour tous 4,5 € {1,2,3}, tout k € {1,...,k;} et tout £ € {1,...,k;}. Il reste &
remplir chaque bloc en respectant la condition . Pour chaque ligne de chaque bloc B; ; avec
i,j € {1,2,3}, il suffit alors de trouver des réels dont la somme vaut A ;. Nous choisissons de
remplir la matrice D de la fagon suivante

1] 1 0 0 1
210 1 1 0
2] 1 0 ;2
1[vV3 1-v3] 1 -1
1] 0 1 -7 T
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Le vecteur 7 doit quant & lui s’écrire sous la forme

d(1,1) } 1 ligne

d

(2,1) } 2 lignes
d2,2)
d

(3,1) } 2 lignes
d(3.2)

oit d(; ) € R pour tout i € {1,2,3} et tout k € {1,...,k;}. Au vu de la définition, on obtient

1

0

=0

2
2

Remarque E.1.4. Soit M € R une matrice. Considérons un vecteur de dilatation (ki,..., k).
Si le vecteur de dilatation vérifie k; = 1 pour tout i € {1,...,m}, alors toute matrice dilatée D de
M ayant ce vecteur comme vecteur de dilatation posséde la méme dimension que M, & savoir m.
Vu la réécriture de la définition [E.I.1] nous savons que D peut se mettre sous la forme

Bii -+ Bim
Bm,l T Bm,m
ou chaque bloc B; ; avec i,j € {1,...,m} posséde k; = 1 ligne et k; = 1 colonne de sorte que, pour
tout k € {1,...,k; = 1}, nous avons
k=1
> (Bij)ke = Mi; = Bij = M.
{=1
Dans ce cas, nous n’avons pas le choix pour remplir la matrice D puisqu’elle doit étre égale a la
matrice M. Par contre, si le vecteur de dilatation (ki, ..., ky,) posséde (au moins) une composante
ki, i € {1,...,m}, strictement plus grande que 1, alors n’importe quelle matrice dilatée D de M
de vecteur de dilatation (ki,..., k) posséde une dimension strictement plus grande donnée par
n =73, k;j >m puisque k; > 1 pour tout j € {1,...,m}\{i} et k; > 2. Dans ce cas, si la matrice

dilatée D prend la forme donnée dans la réécriture de la définition alors, comme le bloc B; ;
posséde au moins deux lignes et deux colonnes (k; > 2), nous pouvons remplir ce bloc d’une infinité
de fagons car il suffit que la somme des é¢léments de chaque ligne de ce bloc soit égale & M; ;. Par
conséquent, il existe plusieurs matrices dilatées d’une méme matrice lorsque le vecteur de dilatation
considéré a au moins une composante strictement plus grande que 1 puisque le remplissage de la
matrice dilatée est arbitraire (tout en respectant la condition imposée par la définition).

Par contre, en ce qui concerne les vecteurs dilatés, on voit qu’il est possible de n’en créer qu’un
seul & partir du moment ol le vecteur de dilatation est imposé si I’on veut respecter la définition. Soit
2 € R™ un vecteur. Considérons un vecteur de dilatation (ki, ..., km). Si d € R" est un vecteur

dilaté de 7’ de vecteur de dilatation (k1,...,km), alors, vu la réécriture de la définition 7
peut se mettre sous la forme

By

B,
ou chaque bloc B; avec i € {1,...,m} posséde k; lignes (et une colonne) de sorte que, pour tout

ke{l1,...,ki}, nous avons

(Bi)k = d(i k) = @i
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Par conséquent, chaque bloc B; avec ¢ € {1,...,m} ne peut étre rempli que d’une unique fagon
puisque chaque élément de B; doit étre égal & x;. Ainsi, il n’existe bien qu’un seul vecteur dilaté
d’un vecteur si le vecteur de dilatation est spécifié.

E.2 Comparaison entre le spectre d’une matrice carrée réelle et celui de ses
dilatées

Nous allons maintenant montrer que les matrices dilatées d’une matrice carrée réelle possédent
les valeurs propres de la matrice de départ.

Lemme E.2.1. Soit M € R} une matrice. Si D € Dil(M) est une matrice dilatée de M, alors
toute valeur propre de M est une valeur propre de D.

Démonstration. Supposons que D est une matrice dilatée de M de vecteur de dilatation (ki, ..., k).
Soit A une valeur propre de M. Alors il existe un vecteur non nul Z € R™ tel que M T =\T

Considérons maintenant un vecteur dilaté 7 de 7 de vecteur de dilatation (k1,...,km). Dans
ce cas, le vecteur 7 est non nul. En effet, puisque le vecteur 7 est non nul, il existe i € {1,...,m}
tel que z; # 0. Alors, pour tout k € {1,...,k;}, nous avons Yik) = Ti # 0, ce qui implique que
Y # 0. Pour tout i € {1,...,m} et tout k € {1,...,k;},

o
[y

D? zk)

Diiryi.0YG.0

NIERINGE
4 1

D wyg.0Tj vu la définition [E.1.2)

j=14=1
m kj

=) Dy | %
j=1 \ =1

I
Ms

M; jx; vu égalité (E1))

1
T
b

I
> >

&

Y(i k) vu la définition [E.1.2]
On en tire que D7 = )\7, ce qui signifie que A est aussi une valeur propre de D. ]

Nous pouvons nous demander si les matrices dilatées d’une matrice M € R} possedent d’autres
valeurs propres que celles de M. L’exemple suivant répond positivement a la question.

Exemple E.2.2. Considérons le morphisme F : {a,b}* — {a,b}* de I'exemple [1.2.18] Sa matrice

M:<(1)(1]>

d’incidence est donnée par

Il est facile de vérifier que la matrice

est une matrice dilatée de M de vecteur de dilatation (1,2). En utilisant le logiciel R ou le logiciel
Sage, Spec(M) = {—1,1} et Spec(D) = {—m,—1,1}. Ainsi, D posséde non seulement les valeurs
propres de M, mais en a d’autres.
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Nous souhaitons maintenant établir qu'une matrice carrée positive et n’importe quelle matrice
dilatée positive de cette matrice possédent la méme valeur propre dominante. Pour prouver ce
résultat, nous avons besoin d’une notion de convergence au sein des matrices réelles.

Définition E.2.3. Soit (A,,)nen une suite de matrices de R, La suite de matrices réelles (A, )nen
converge vers une matrice A € R si, pour tous i, € {1,...,m} fixés, la suite de réels ((Ay); j)nen
converge vers le réel A; ;. En fait, la convergence se fait composantes & composantes.

Exemple E.2.4. Considérons la matrice J € R} définie par J; j = 1 pour tous ¢,j € {1,...,m} et
une matrice D € R quelconque. Pour tout n € Ny, définissons la matrice D,, € R} par

1
D,=D+ —J.
n
Alors la suite de matrices (Dp,)nen, converge vers la matrice D puisque, pour tous i,j5 € {1,...,m}

fixés, on a

. ) 1
lim (Dn)i,j = lim <Di,j + TL) = D@j.
Nous établissons maintenant le résultat voulu.

Proposition E.2.5. Soit M € R une matrice positive. Pour toute matrice positive D € Dil(M),
M et D ont la méme valeur propre dominante.

Démonstration. Soit D € Dil(M) une matrice positive. Notons n sa dimension. Par le théoréme|[1.4.1]
p(M) est une valeur propre de M. Par le lemme , nous en concluons que p(M) est aussi une
valeur propre de D. Par conséquent, p(M) < p(D). Nous allons montrer que p(M) > p(D) en
dissociant deux cas : celui ot M et D sont irréductibles et celui ot M ou D est réductible. Avant de
passer & ces deux cas, nous énongons la formule de Collatz—Wielandtlﬂ qui établit que, pour toute
matrice irréductible N de dimension /,

N7T):

p(N) = max min ( 7)1
Verf 1SS0y,
v20 Y70

Remarquons que cette formule montre aussi que p(N) < oc.

Cas ot les matrices M et D sont irréductibles. Montrons que, pour tout vecteur positif
7 € Ry, il existe un vecteur positif 7 e RE" tel que

(DY) (M),

min <2< min S0
1<i<n - 1<i<m .

vio Ui oz T

Considérons un vecteur positif 3 € R{ et notons (ki1, ..., k) le vecteur de dilatation de la matrice
D. Avec les conventions prises dans la définition nous indicons les composantes du vecteur
Y par des couples (i,k) avec i € {1,...,m} et k € {1,...,k;}. Nous définissons ensuite le vecteur
7 € RY par

T; = max Yy
7 1<h<ks Y(ik)

3. Pour une preuve de ce résultat, voir par exemple la page 673 de [22] ou la remarque 4 de la page 64 de [I8].
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pour tout ¢ € {1,...,m}. Le vecteur 7 ainsi créé est lui aussi positif. Alors
. (DY) (DY)
Si<n oy 1%iEm oy
w0 O 1<h<k, 0K
Y(i,k) 70
=, ZZDM (G0 Y60
1<i< N
1<lz<7f1 Yiik ) j=1 =1 <
Y, k)#o =%
(I
< — Diions .
1<k<k; J=11 =1
| S —
Y, k)?éo By
1 m
< min — M s
- 1gl<nm y( k) Z 1, g
1<k<k; J=1
Y, k)?ﬁo
1
< i, o (M),
<m ;
12k, J0R)
Y(s, k)?fo
M),
< min ( )i
1<i<m xT;
;70
ou la premiére inégalité est obtenue puisque, pour tout j € {1,...,m}, nous avons xz; > Y(j,k) pour
tout k € {1,...,k;} et ot la derniére ligne est obtenue par définition de x; pour i € {1,...,m}. On

en tire que, pour tout vecteur positif 7 € Ry, il existe un vecteur positif 7€ Ry* tel que

(DY) (MT);

. (] .
min ——— < min ——. (E3)
y; 70 z;#0

Puisque, par hypothése, nous avons

M7); D)

p(M) = max min M) < oo et p(D)= max min (DY);
76]]%6” 1<i<m X; ?ERS 1<i<n yz
250 @i#0 720 Yi#0

< 00,

nous obtenons p(D) < p(M) grace a I'inégalité et par le fait que les maxima sont réalisés.

Cas o1l la matrice M ou la matrice D est réductible. Nous définissons alors deux matrices
auxiliaires J € R} et C' € R} respectivement par J; ; = 1 pour tous i,j € {1,...,n} et C;; = k;
pour tous ¢,j € {1,...,m}. Nous considérons les deux suites de matrices réelles (M;)sen, et (Ds)sen,
définies respectivement par

1 1
Mg=M+ -C et DS:D—i—gJ
S

pour tout s € Ny. Puisque C et J sont deux matrices strictement positives, les matrices Mg et Dy sont
aussi strictement positives pour tout s € Ny. Par conséquent, les suites (Ms)sen, et (Ds)sen, sont
composées de matrices irréductibles. De plus, J est une matrice dilatée de C' de vecteur de dilatation
(k1,...,km). En effet, en indi¢ant les composantes de la matrice J comme dans la définition
J remplit les trois conditions de cette définition puisque, pour tous i,j € {1,...,m} et tout

ke{l,...,k;}, nous avons
kj kj

> Jamio

1=
/=1 /=1

<!

- 7]



E. Dilatation de matrices 105

Dans ce cas, pour tout s € Ny, Dy est une matrice dilatée de M, de vecteur de dilatation (kq, ..., kp).
En effet, fixons un s € Ny et indigons encore une fois les composantes de D par des couples comme
dans la définition Alors, pour tous 7,5 € {1,...,m} et tout k € {1,...,k;}, nous avons

k; k;

1 1
Z (z k)(5,0) Z D(z k)G T Z - ‘](z k)( ],é) Mi,j + ;Civj = (MS)’iJ
/=1 (=1 /=1

CIJ

puisque D (resp. J) est une matrice dilatée de M (resp. C) de vecteur de dilatation (ki,..., k).
Vu la premiére partie de la preuve,

p(Dy) < p(M,) Vs eN,. (E4)

Puisque la suite de matrices (Ms)sen, (resp. (Ds)sen,) converge vers la matrice M (resp. D), nous
avons aussi

lim p(M,) = p(M) et lim p(D,) = p(D)

s§—+00 S—+00

puisque l'opérateur p est continu. En effet, par définition, le rayon spectral d’une matrice carrée
dépend du module des valeurs propres de cette matrice. Ainsi, le rayon spectral en dépend contint-
ment puisque le module est une fonction continue. Or il est possible de démontrer que les zéros d’un
polynome dépendent contintiment des coefficients de ce polynémelﬂ De plus, nous savons que les
coefficients du polynéme caractéristique d’une matrice carrée dépendent des composantes de cette
matricelﬂ Comme les valeurs propres d'une matrice carrée sont les zéros de son polyndéme carac-
téristique, ces valeurs propres dépendent contintiment des composantes de la matrice. On en tire
que le rayon spectral d’'une matrice carrée dépend continiment des composantes de cette matrice
par composition de fonctions continues. On en déduit la continuité de la fonction p. En passant
finalement & la limite pour s qui tend vers +oco dans I'inégalité (E4)), nous obtenons p(D) < p(M),
ce que nous attendions. O

Illustrons la proposition précédente.

Exemple E.2.6. Reprenons 'exemple Il est facile de vérifier que la matrice

est une matrice dilatée positive de M de vecteur de dilatation (1,2). En utilisant le logiciel R, on
voit que Spec(D) = {—1,0,1}. Ainsi, p(D) =1 = p(M).

E.3 Lien avec la version morphique du théoréme de Cobham

Dans la proposition qui suit, nous caractérisons la matrice du morphisme ¢ donné dans 1’algo-
rithme [3.3.18| pour compléter la proposition [3.3.19

Proposition E.3.1. Soit w = g(f“(a)) un mot infini morphique tel que f : ¥* — X* et g : ¥* — I'*
sont deux morphismes non effacants vérifiant les inégalités (3.8). Considérons les deux morphismes
T et o construits dans l’algorithme|3.3.18. Alors Mat, est une matrice dilatée de Maty.

Démonstration. Puisque ¥ est un alphabet fini, nous pouvons écrire ¥ = {b1, ..., b, } pour m € Nj.
Montrons que Mat, est une matrice dilatée de Mat; de vecteur de dilatation donné par
(lg(b1)],---,|g(bm)|). La premiére condition de la définition est remplie par définition de 'al-
phabet II de 'algorithme Nous pouvons donc indicer les lignes et les colonnes de Mat, par

4. Consulter par exemple [I].
5. Voir [23] a la page 222.
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des couples (b, k) on 1 < i < met 0 < k < |g(b;)] — 1. Pour tous i,j5 € {1,...,m} et tout
ke{0,1,...,]|g(b;)| — 1}, nous avons

lg(b;)|—1 lg(b;)|—1
Z (Matg)(bi’k)’(bﬂ) = Z |U((b]7€))’(bz,k)
0=0 £=0
lg(b;)|—1
= D lws e
=0

|wh,,0 W1 -+ Wh Jg(b;)~1] (bi,k)
= Ja(f (o) w:x)
= (Matf)bhbj .

Dans cette suite d’égalitésﬂ, seule la derniére est encore a expliquer. Si (Mat f)bi,bj =r € N pour
i,j € {1,...,m}, alors la lettre b; apparait r fois dans le mot f(b;) et le mot

a(bi) = (bi, 0)(bi, 1) - -+ (b, [g(bi)| — 1)

apparait r fois dans a(f(b;)). Ainsi, si k € {0,1,...,]g(b;)| — 1}, la lettre (bs, k) apparait aussi r fois
dans a(f(b;)) et on a |a(f(b;))|w, k) =7 pour tout k € {0,1,...,[g(b;)| — 1} O

Remarque E.3.2. Placons-nous dans les hypothéses de la proposition précédente. Soit
w = g(f“(a)) un mot infini morphique tel que f : ¥* — ¥* et g : ¥* — I sont deux morphismes
non effagants vérifiant les inégalités (3.8]). Considérons les deux morphismes 7 et o construits dans

I’algorithme [3.3.18] En utilisant les propositions et nous voyons directement que les
g prop

morphismes f et o ont la méme valeur propre dominante.

Exemple E.3.3. Reprenons I'exemple [3.3.20, La matrice d’incidence du morphisme f est donnée

par
1 1
Matf = ( 11 )

et celle du morphisme o est donnée par

Mat, =

OO Ik OO
_ =00 O O
O = = OO
o oo o
O O Ol = O

=N eleliel S s

Il s’agit bien d’une matrice dilatée de Maty de vecteur de dilatation donné par (|g(a)l, |g(b)|) = (3, 3).

Cet exemple termine ce complément sur les matrices de dilatation.

6. La troisiéme égalité est obtenue en choisissant des découpages adéquats comme dans l'algorithme [3.3.18
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Errata

e Page vii : Dans la premiére note de bas de page, si un mot infini w est point fixe d'un
morphisme f et commence par la lettre a, alors f n’est pas forcément prolongeable en a. Il
suffit de considérer le morphisme f : {a,b,c}* — {a,b,c}* défini par f(a) = ¢, f(b) = abc et
f(¢c) = cc et le mot infini w = abe”. La tournure de phrase est mal choisie.

e Page 8 : Dans le point (vi) du théoréme de Perron—Frobenius, remplacer « inéquations » par
« inégalités ».

e Page 13 : Dans la propositionm7 remplacer (M P); ; = M; ;-1 par (MP); ; = M; -1

e Page 44 : Dans la preuve du lemme [2.2.2] ajouter des virgules entre les matrices
Bhihas Bhohss -+ s Bhy_y by

e Page 45 : Dans la preuve du lemme [2.2.2] corriger la phrase « Autrement dit, nous supposons
qu’il est possible de joindre k & £ dans G¢(M) en empruntant des sommets hy = k, ha, ..., h, =
¢ tels que les (Bs) se{1,..,-} e sont pas tous nuls. » en « Autrement dit, nous supposons qu’il
est possible de joindre k a ¢ dans G¢(M) en empruntant des sommets hy = k, ha, ..., hy =/
tels que les réels (Bs)seq1,....r} D€ sont pas tous nuls. »

e Page 47 : Dans la preuve du lemme la phrase « le naturel

d+1= #{se{l,....,r} | p(Py,) = A}

max
k=hi1>hoa>-->hp_1>h.={
Bh1,h27é07 Bh2,h3#07 ) Bh7«717h7'#0

étant le plus grand nombre, diminué de 1, de blocs diagonaux de M possédant une valeur
propre dominante égale & A et correspondant aux sommets par lesquels nous passons pour
joindre k & £ dans le graphe de chemins. » est fausse. Il faut retirer « diminué de 1 ».

e Page 75 : Dans la preuve du lemme enlever le premier « que » de la phrase « Alors que
floxr = Y% et ¢ 0 ¥* — I'* sont deux morphismes non effacants tels que ¢'(f“(a)) =
q(fF(a)) = w et tels que

Maty = Maty, = (Matfp)ze = (Matfp)z/,

ce qui achéve la preuve. »

e Page 82 : Dans la preuve de la proposition [3.3.19] la phrase « De plus, puisque les mots wy;
définis pour tout b € ¥ et tout ¢ € {0,...,|g(b)| — 1} sont vides, o est un morphisme non
effacant. » est fausse. Les mots en question sont non vides.

e Page 83 : Dans la preuve de la proposition [3.3.19, transformer ©(A\"n?) en ©(nA\") par souci
de cohérence.

e Page 91 : Dans la preuve de la proposition compléter la phrase « Ensuite, le graphe de
chemins G¢(P~1M P) associé & la matrice est donné a la figure puisque tous les blocs sont
non nuls. » en ajoutant « & la matrice P~'MP ».
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