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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

L’analyse des structures est I’ensemble des méthodes qui permettent essentiellement
de déterminer les contraintes dans les structures ainsi que leurs configurations défor-
mées. Ce cours de compléments d’analyse des structures est la suite logique du cours
d’analyse des structures I dont I'objectif était ’analyse des structures hyperstatiques
formées de barres. Dans ce cours, nous étendons les concepts a ’analyse dynamique
des structures ainsi qu’a ’analyse critique et au second ordre, puis a la théorie des
plaques.

Pour fixer les idées, considérons 'exemple de la figure 1.1.1 qui représente une co-
lonne de longueur ¢ et raideur flexionnelle E1, sollicitée par une force P légerement
excentrée d’une quantité ¢, < (. Les déplacements horizontal et vertical du point
d’application de la force sont représentés en fonction de l'intensité de cette force sur
la partie supérieure droite de la figure 1.1.1. Ces résultats ont été obtenus avec les
valeurs numériques suivantes : EI =1, (=1, /¢, =2-1073, EA = 10°. Elles sont vo-
lontairement prises sans dimensions pour faire simple et se conformer aux standards
de benchmarking.

Ce résultat est le résultat typique d’une analyse statique élastique non linéaire d’une
structure car il prend en compte la configuration déformée de la structure
pour un certain niveau de sollicitation. Dans cet exemple, a chaque niveau de solli-
citation correspond une seule configuration d’équilibre, mais cette observation n’est
pas une généralité. Nous verrons d’autres exemples plus tard ou il existe plusieurs
configurations d’équilibre différentes pour le méme niveau de sollicitation. On ne
peut donc pas prédire la configuration déformée d’une structure non linéaire sans
prendre en compte toute son histoire du chargement (forces et déplacement impo-
sés, par exemple). Cet exemple introductif montre que 'analyse non linéaire d’une
structure peut présenter une certaine complexité.

Etudions cependant cet exemple un peu plus en détail. On sait d’un cours de base

en résistance des matériaux que la force de compression P génere un effort axial
—P et un moment de flexion P/, constants le long de la barre, du moins dans la
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F1GURE 1.1.1 — Réponse d’'une colonne soumise a une compression légerement ex-
centrée. Valeurs numériques : £ =1,/ =1, ¢, =2-1073, EA = 10°.

configuration initiale. Par ailleurs les déplacements horizontal et vertical du point
d’application de la charge lorsque celle-ci est faible s’expriment par les relations

Plof? P
P

oOF1 ’ " T EA

(1.1.1)

Lorsque la sollicitation appliquée est faible, les déplacements sont donc proportion-
nels a l'intensité de la sollicitation. C’est la réponse que l'on calcule typiquement
dans I'analyse statique (iso- ou hyper-) des structures. Cette composante linéaire de
la réponse est représentée par la ligne en traits pointillés de la figure 1.1.1.

On sait également par un cours élémentaire de résistance des matériaux qu'un phé-
nomene d’instabilité peut exister si la sollicitation est supérieure a un niveau de
charge critique. Pour la colonne encastrée-libre de la figure 1.1.1, la charge critique

est donnée par
2
T El El
Pcr = 102 ~ 256_2 = 25,
1. on néglige, dans cette formule, la composante de déformation en flexion qui provient de la
barre d’excentrement, ainsi que les composantes de déformation par cisaillement

(1.1.2)




FIGURE 1.1.2 — (a) Structure de tenségrité, connue pour son extréme légereté et dé-
formabilité (TensegrityWikispaces.com), (b) Cables de télécommunication, (c) Per-
chiste.

en négligeant 'effet de 'excentricité /,, et est représentée par la ligne horizontale
pointillée de la figure 1.1.1. Au-dela de cette charge, les déplacements transversaux
de la colonne s’amplifient et la force appliquée P génere un moment de flexion signi-
ficatif dans la colonne. La représentation de la configuration déformée correspondant
a P = 3.5 (point b) donne une idée de I'importance des déplacements transversaux,
supérieurs a la moitié de la hauteur de la colonne (le coefficient d’amplification est
égal a 1). Dans ce comportement, dit post-critique, on constate que la structure pré-
serve une certaine raideur, la pente dans ce diagramme P — J, mais significativement
réduite par rapport a la raideur initiale. Lorsque la sollicitation atteint une valeur
plus ou moins égale a 5 (point c), le déplacement horizontal du somment de la co-
lonne atteint son maximum, soit un peu plus de 80% de la hauteur de la colonne.
Aux alentours de cet instant, la colonne commence a rentrer en traction (on voit que
le diagramme de 'effort axial N change de signe) et un regain de raideur est encore
a attendre.

Pour pour les structures du génie civil, on s’intéresse généralement peu a ce type de
comportement post-critique non linéaire, sauf peut-étre pour le comportement des
structures non contreventées ou cablées, ou celui des ames de poutres de pont élan-
cées. En effet, la configuration est tellement déformée que I'intégrité structurelle peut
difficilement étre conservée dans la majeure partie des cas. Ce comportement élas-
tique post-critique non linéaire est par contre intéressant dans certaines applications
atypiques au domaine, voir Fig. 1.1.2.

Le calcul de la solution non linéaire complete, c¢’est-a-dire les courbes de la Figure
1.1.1, est impossible a obtenir analytiquement dans la plupart des cas d’applica-
tions. Sa détermination demande 'utilisation de méthodes numériques relativement
compliquées qui ne seront abordées que dans un cours d’Analyse des Structures III.
Nous repoussons donc a beaucoup plus tard le calcul précis de la réponse non linéaire
complete. Par contre, nous retenons deux choses de cet exemple simple :

— le comportement linéaire donne déja une bonne idée du comportement de la
structure lorsque le niveau de sollicitation reste faible,
— le comportement critique est un indicateur du niveau de sollicitation & ne pas
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F1GURE 1.1.3 — Géométrie du cadre de Lee, un benchmark bien connu de ’analyse
¢élastique non-linéaire. La charge verticale est appliquée a un cinquieme de la longueur
de la travée. Valeurs numériques : £ = 120, A =6, [ =2, £ = 720.

dépasser (sauf si une étude poussée montre que la structure a un comportement
stable au-dela), ou du moins d’un niveau de sollicitation qui correspond & une
augmentation importante des déplacements de la structure.

Nous admettons que le comportement linéaire est bien connu du cours d’analyse des
structures I. Un objectif poursuivi dans ce cours est donc de présenter les méthodes de
calcul de la charge critique pour des structures formées de barres, voir Chapitre
2. Ensuite, nous présenterons des méthodes d’analyse qui permettent de faire la
transition réguliere entre ces deux comportements, linéaire et critique, mais tout en
restant sous le niveau de la charge critique. Ces méthodes, regroupées sous le nom
de “méthodes d’analyse au second ordre”, seront étudiées au Chapitre 3.

Le probleme se complique 1égerement lorsqu’il s’agit d’étudier une structure un peu
plus compliquée, quoique raisonnable dans sa géométrie tout de méme. Imaginons
par exemple que 'on doive étudier la structure en portique représentée a la Figure
1.1.3 et que l'on doive déterminer les déplacements vertical et horizontal du point
d’application de la force. A nouveau lorsque la sollicitation appliquée reste faible, une
analyse linéaire peut étre menée et les diagrammes de I'effort axial et du moment de
flexion, tels que représentés a la Figure 1.1.4-a, sont ceux qui peuvent étre obtenus a
I’aide d’une analyse élastique linéaire. En utilisant un logiciel de calcul non linéaire,
on peut déterminer I’évolution des déplacements verticaux et horizontaux des diffé-
rents points de la structure, ainsi que des diagrammes d’efforts internes, sous 'effet
d’une séquence de changement choisie.

Par exemple, on choisit ici d’augmenter ou de diminuer I'intensité de la sollicitation
P de maniere a maintenir la structure en équilibre a tout moment. En commencant
depuis une configuration o P = 0 et ou on augmente progressivement la sollici-
tation, on observe sur la courbe en bleu que le déplacement vertical sous la force
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FIGURE 1.1.4 — Déplacements vertical et horizontal du point d’application de la
charge verticale P. Les croquis autour du diagramme principal représentent les di-
grammes d’effort axial et de moment de flexion dans le portique pour différents
niveaux de sollicitation.

commence par augmenter. Le déplacement horizontal, quant a lui, reste relativement
faible au début de la sollicitation puis commence a augmenter de facon a prendre
le méme ordre de grandeur que le déplacement vertical. En effet lorsque la charge
appliquée atteint une valeur de I'ordre de 1, le déplacement horizontal commence a
augmenter significativement. Cela signifie que nous avons atteint une certaine forme
d’instabilité. On peut continuer d’augmenter la force appliquée au-dela de P = 1,
mais on n’est pas en mesure d’appliquer une force aussi importante que P = 2
(voir configuration c). Cela signifie que si 'on désire conserver la structure en état
d’équilibre statique, il est nécessaire de diminuer la force appliquée. On progresse
donc ainsi gentiment depuis le point c, vers le point d et ensuite le point e. Dans
cette configuration on constate que la force extérieure appliquée est presque égale a
zéro, ce qui signifie quel la structure est dans un état d’équilibre statique sans laisser
aucune force extérieure appliquée. Par rapport a ’état initial qui était considéré,
c’est-a-dire avec un niveau de contraintes égal a zéro dans chacune des barres consti-
tuant la structure et une force extérieure nulle, nous avons maintenant toujours une
force extérieure nulle mais par contre des contraintes relativement importantes dans
chacune des deux barres constituant cette structure simple. Les contraintes dans ces
deux barres font en sorte que la structure se trouve dans un état auto-équilibré. Pour
continuer de voir se déformer la structure en augmentant le déplacement horizontal,
il faut que la force appliquée devienne négative pour maintenir des configurations
d’équilibre statique. Il faut donc “retenir” la structure élastique, qui aurait sinon
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FIGURE 1.1.5 — Simulation dynamique de la réponse du cadre de Lee. Valeurs nu-
mériques identiques a celle de la Figure 1.1.4 et p = 1 (masse volumique). Le trait
pointillé représente la réponse statique.

tendance a continuer de se déformer naturellement. Finalement, il faut de nouveau
augmenter la force appliquée pour continuer de déformer la structure. La force passe
une troisieme fois par zéro (entre les points e et f), ce qui correspond donc a une
troisieme configuration d’équilibre statique sans charge appliquée. Pour terminer,
les déplacements vertical et horizontal restent pratiquement inchangés (puisqu’on
voit un comportement asymptotique tres raide) alors que la sollicitation appliquée
devient tres importante. On a atteint a nouveau une configuration ou la traverse,
initialement horizontale, se trouve presque verticale et fortement tendue.

Cet exemple est un benchmark bien connu de I'analyse non-linéaire de structures. Il
est particulierement difficile a appréhender pour plusieurs raisons. La premiere, et
qui nous intéressera le plus, est que le niveau de la charge critique est plus difficile
a identifier (aux alentours de P = 2); la seconde et les suivantes comprennent un
ensemble de spécificités dans le comportement post-critique, dont notamment un
phénomene de snap-back (le déplacement diminue momentanément entre d et e) et
de snap-through (la sollicitation diminue avant de remonter a une valeur supérieure
a ce qu'elle a été).

Cet exemple souleve également d’autres questions. Quel est ce type de mise en charge
statique qui consiste a augmenter la sollicitation puis a la diminuer, de fagon a conser-
ver un équilibre statique en permanence ? Difficile a dire. Imaginons par exemple que
nous décidions de réaliser une expérience avec cette structure et que nous décidions
de représenter la charge appliquée par un réservoir d’eau posé au point d’application
de la force, et qui se remplit continiiment sans qu’on ne puisse le vider. On n’aurait
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FIGURE 1.1.6 — Simulation dynamique de la réponse du cadre de Lee. Valeurs nu-
mériques identiques a celle de la Figure 1.1.4 et p = 10 (masse volumique). Le trait
pointillé représente la réponse statique.

ainsi pas la possibilité de diminuer la force appliquée, mais simplement de I'augmen-
ter. Pour autant que le réservoir se remplisse lentement afin d’éviter tout phénomene
dynamique (a préciser dans la suite), rien ne change la phase initiale de chargement.
Lorsque la force appliquée doit passer au-dessus de P = 2, un passage obligatoire
vers la branche montante, apres le snap-through, est nécessaire. Le seul moyen de
garder la structure dans un équilibre est que des forces d’inertie viennent s’ajouter
a I’équilibre. En d’autres termes, le passage vers I’état post-critique se produira avec
une certaine vitesse, donc accélération (qui va générer les forces d’inertie évoquées).
La structure est donc le siege de vibrations qui persistent tant qu’elles ne sont pas
amorties. Ceci est illustré a la Figure 1.1.5 qui représente 1’évolution au cours du
temps des déplacements vertical et horizontal du point d’application de la force P,
calculés en configuration dynamique. Ces résultats ont été obtenu pour une masse
volumique p = 1 et une vitesse de chargement vy = 2.5 - 1074

Si nous avions considéré un matériau dix fois plus lourd, c’est-a-dire une masse
volumique p = 10 au lieu de p = 1, nous aurions obtenu des vibrations plus lentes, de
période plus longue, de fréquence plus petite. Ceci est illustré a la Figure 1.1.6. Dans
cette simulation, la vitesse de mise en charge est identique. On pergoit cependant
quelques oscillations, méme pour les faibles valeurs de déplacement (en-dessous de
20), ce qui indique que la notion de quasi-staticité est tres relative.

Toutes ces notions seront précisées plus tard dans le cadre du cours. Nous pouvons
retenir pour le moment que, dans le cadre d’une analyse dynamique d’une structure,
il est important de compléter les équations d’équilibre par des forces d’inertie. Ceci
est tout a fait similaire a la célebre loi de Newton,

ZF:ma.
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Dans le cas d’une analyse statique, la somme des forces qui sont appliquées sur 'objet
étudié est égale a zéro (puisqu’il n’y a pas d’accélération). Par contre dans une analyse
dynamique, il est important de prendre en compte les forces d’inertie, le second
membre de cette équation, dans le bilan des forces en présence. La loi de Newton
s’applique aux corps rigides isolés. Un autre objectif de ce cours est de 'étendre
aux structures dont les propriétés mécaniques et géométriques sont distribuées dans
I’espace.

1.2 Organisation du document

Ces notes de cours sont organisées en deux parties principales. La premiere partie
traite de compléments d’information relatifs a I'analyse statique, dont notamment
I’analyse critique et I'analyse au second ordre des structures formées de barres, dans
les chapitres 2 et 3 respectivement. La seconde partie du cours concerne ’analyse
dynamique des structures. Elle se décompose en davantage de chapitres, qui couvrent
les fondements de ’analyse des systemes dynamiques a un puis plusieurs degrés de
liberté, aux vibrations déterministes puis non déterministes. Ces types d’analyse sont
essentiellement illustrés dans le cadre des structures du génie civil.

Dans la mesure du possible, un ensemble d’exercices est fourni a la fin de chaque
chapitre, afin de pouvoir s’entrainer et maitriser les concepts qui y sont présentés.

1.3 Notations

De fagon générale, nous utilisons des lettres minuscules (a) pour représenter des sca-
laires liés a des champs de déplacement, des abscisses ou autres variables de base
des problemes étudiés, des lettres majuscules pour représenter des propriétés géomé-
triques et mécaniques (P, E1, ...), des lettres minuscules grasses (a) pour représenter
des vecteurs et des lettres majuscules grasses (A) pour représenter des matrices.
Nous utilisons des lettres grecques («) ou en caracteéres calligraphiques (F) pour
représenter des grandeurs sans dimension.

Pour alléger la lisibilité, les arguments des fonctions sont omis lorsque cela ne pose
pas de confusion possible.

Le symbole ' (prime) est utilisé pour indiquer une dérivée par rapport a I'argument
de la fonction. Pour les fonction a plusieurs variables, la notation 0, est utilisée pour
représenter la dérivée partielle par rapport a une des variables.



Premiere partie

Analyse statique critique et
analyse au second ordre



Chapitre 2

Analyse critique des structures
formées de poutres

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions les problemes d’instabilité par bifurcation. Cela si-
gnifie que la structure possede un comportement élastique linéaire, est idéalement
parfaite et est idéalement chargée. Ces hypotheses sont relativement lointaines de
la réalité dans laquelle il existe des imperfections structurelles et géométriques, par
exemple des contraintes résiduelles liées a la fabrication des éléments métalliques
utilisés pour construire une charpente, ainsi que les hors-plombs liés a leur mise en
oeuvre réelle, ainsi que des effets de plastification liés au comportement matériel non
linéaire. Il n’en reste pas moins que ’analyse critique visant a la détermination de
multiplicateurs de charge critique reste un point essentiel dans la compréhension du
fonctionnement d'une structure au second ordre.

Revenons sur 'exemple bien connu de la stabilité d'une colonne bi-appuyée, par-
faitement rectiligne, de longueur ¢ et de raideur flexionnelle E'1 et soumise a une
force axiale de compression AP a une de ses extrémités, voir Fig. 2.1.1-a. Afin de
modéliser un chargement qui peut éventuellement augmenter, on a introduit le mul-
tiplicateur de charge A qui multiplie la sollicitation. De toute évidence, lorsque
A = 0, aucune force n’est appliquée sur la colonne; et la force appliquée augmente
progressivement lorsque le multiplicateur de charge A augmente. Etant donné que
la colonne est parfaitement rectiligne et parfaitement verticale, et que la force ap-
pliquée est parfaitement alignée avec ’axe de la colonne, il n’y a a priori aucune
raison d’avoir un déplacement transversal de la colonne. Admettons cependant que
la colonne puisse se déformer transversalement a un moment ou 'autre, comme in-
diqué a la figure 2.1.1-b. Dans cette configuration, la réaction verticale a 'appui
inférieur est égale a P; quant aux réactions horizontales a chacun des deux appuis,
elles doivent nécessairement étre nulles de fagon a satisfaire 1’équilibre horizontal en
translation ainsi que 1’équilibre en rotation. Ceci nous amene donc au schéma rendu
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FI1GURE 2.1.1 — Exemple le plus simple d’instabilité par bifurcation : le flambement
d’Euler

libre de la figure 2.1.1-c. L’équilibre en rotation autour du point de coupe indique
immédiatement que le moment de flexion M (z) s’exprime par

M = \Pv (2.1.1)

ou v(z) représente la déformée transversale de la colonne et = représente 1’abscisse
curviligne mesurée depuis 'appui inférieur. Etant donné que le moment est relié a
la courbure de la colonne par M = —FEIv”, la déformée transversale de la colonne
v(x) est gouvernée par 1'équation différentielle

EIv" + Pv=0 (2.1.2)

avec v(0) = v(¢) = 0 comme conditions limites. Il s’agit d'une équation différen-
tielle linéaire!, de second degré, a coefficients constants et homogéne. Le fait que
I’équation a résoudre soit homogene est caractéristique de ’instabilité par
bifurcation. Dans une équation homogene, le second membre est égal a zéro et il
existe une solution triviale nulle, v = 0 dans ce cas. Cette solution triviale est la
solution qui n’a pas d’intérét dans notre cas puisqu’elle correspond a une charge
axiale sur une colonne rectiligne, sans produire de déformation transversale de la co-
lonne. Il existe par contre des valeurs bien particulieres du multiplicateur de charge
A pour lesquelles ’équation différentielle ci-dessus peut avoir d’autres solutions que
v = 0. On remarque d’ailleurs une certaine similitude entre 2.1.2 et la forme générale
définissant les valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice

(A —AD)x = 0. (2.1.3)

Les équation 2.1.2 et 2.1.3 sont les deux versions, continue d'une part et discrete
de l'autre, du probleme de calcul de valeurs propres \; et de fonctions propres (en

1. Notez que la linéarité de I’équation résulte de ’hypothese de petites rotations, puisque le
moment de flexion a été estimé par M = —FEIv"” au lieude M = —FEIv"/(1+ v’)S/Q.
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version continue) ou de vecteurs propres (en version discrete). Nous reviendrons sur
cette similitude dans la suite.

La seule solution de 2.1.2 qui satisfasse la condition limite v(0) = 0 est

. AP
v = Vg sin ( Em) : (2.1.4)

et la seule possibilité ? qui existe pour satisfaire la seconde condition limite v(¢) = 0

est que
AP 27r2EI

ou k € Ny. On constate donc que des solutions non triviales du probleme n’existent
que lorsque le multiplicateur de charge A prend des valeurs bien particulieres, dans
un ensemble infini. En remplagant ces valeurs particulieres dans I'expression de la
déformée v(x) donnée en 2.1.4, on trouve

v = vp sin ? (2.1.6)
qui représente des solutions sinusoidales avec de plus en plus de demi-ondes lorsque
k augmente. Ces formes sont donc les seules déformées autorisées. Aucune autre
déformée ne peut étre obtenue en configuration d’équilibre statique et en petites
rotations. Le déplacement a mi-longueur (x = ¢/2) vaut vgsin (k7w /2), c’est-a-dire
une constante d’intégration qui ne peut pas étre déterminée. Ceci résulte du caractere
homogene et linéaire de I’équation différentielle. En effet, étant donné que ’équation
est linéaire en v et homogene, toute solution qui est un multiple vy d'une solution de
base est aussi solution de I’équation. C’est la raison pour laquelle on parle de “forme”
ou plus généralement de mode d’instabilité. Un mode d’instabilité obtenu a
partir d’une analyse critique linéaire est donc toujours déterminé a une
constante multiplicative pres.

En guise d’introduction toujours, on peut développer un second exemple. Il s’agit
d’une barre supposée infiniment rigide, de longueur ¢, soumise a un effort de com-
pression AP a son sommet et supportée a la base par un ressort de complaisance
K. Ce ressort représente un assemblage dit semi-rigide, pour lequel la loi de com-
portement moment-rotation s’exprime par la relation linéaire M = K . Il s’agit
d'un comportement intermédiaire entre une rotule caractérisée par M = 0 et un
encastrement pour lequel ¢ = 0. Tout comme précédemment, on s’attend a ce que la
configuration verticale soit une solution (triviale) du probleme. Cependant, on peut
trouver une autre solution en admettant que la barre puisse tourner autour de son
appui, voir Figure 2.1.3. L’équation d’équilibre dans la configuration déformée s’écrit
maintenant

APlop=M =K (2.1.7)

2. puisque que nous éliminons 'option vy = 0 car il s’agit de la solution triviale
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A2 EI  second critical mode
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2
TEI  First critical mode
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v(¢/3) or v(£/2)

FI1GURE 2.1.2 — Instabilité par bifurcation : relation entre le déplacement transversal a
mi-hauteur (ou plutét au tiers de la hauteur pour le second mode) et le multiplicateur
critique.

F1GURE 2.1.3 — Instabilité par bifurcation de la barre rigide avec encastrement élas-
tique.
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puisque le moment en base est crée par la charge AP excentrée de ¢6, au premier
ordre en petites rotations®. Cette équation est 1’équation qui gouverne 1'équilibre de
la barre en configuration déformée. Il s’agit d’une équation algébrique et non plus
différentielle comme 2.1.2. On peut ’écrire également sous la forme

(K — AP0 =0 (2.1.8)

qui est celle d’un probleme aux valeurs propres, fortement simplifié étant donné que
la structure particuliere ne peut se déformer que dans un seul mode (une forme). La
solution du probleme est donc soit ¢ = 0 la solution triviale qui ne nous intéresse
guere (la barre reste verticale), soit AP = K /{. Dans ce dernier cas, la valeur de ¢ est
indéterminée pour autant qu’elle respecte les hypotheses choisies, a savoir ¢ < 1,
puisqu’on a supposé des petites rotations. Si ce n’avait pas été le cas, on aurait
obtenu, au bout d’'un développement similaire

K
Ko —APlsing =0 — AP = — ,SO .
{ sing

(2.1.9)

Dans cette configuration en grandes rotations, la solution critique apparait moins
clairement puisqu’on n’a plus le produit de deux facteurs comme dans 2.1.8. Par
ailleurs, on n’a plus vraiment une solution “critique” au sens d’une équation linéaire
homogene, qui se traduit par une indétermination de I'amplitude du mode d’insta-
bilité. Elle reste bien critique cependant mais, en observant que ¢ /sing est toujours
supérieur a l'unité, il n’existe de solution d’équilibre que si AP > K /{, mais surtout,
si cette condition est satisfaite, il n’y a qu'une seule amplitude du mode qui permette
de conserver la structure en équilibre. Ceci est illustré a la Figure 2.1.4 ot on observe
la solution constante AP = K /¢ obtenue avec le modele linéaire ainsi que la solution
non-linéaire donnée en 2.1.9. Ces deux solutions coincident de toute évidence lorsque
¢ < 1. Puisque nous nous intéressons a la valeur critique, c’est-a-dire le niveau
de sollicitation a partir duquel d’autres solutions d’équilibre peuvent éventuellement
coexister, cet exemple montre qu'un modele en petites rotations suffit pour
déterminer précisément le comportement critique. Il ne permet par contre pas
de déterminer 'amplitude réelle (généralement grande) de la configuration déformée.

Par ailleurs, pour cette structure a un seul degré de liberté (la rotation autour
de la base), il n’y a qu’une seule charge critique et a fortiori qu’un seul mode
critique.

Nous verrons dans la suite qu’il existe n modes et multiplicateurs critiques
pour une structure a n degrés de liberté.

Avec ces deux exemples introductifs, nous avons illustré les concepts d’équilibre et
de charge critique (bifurcation de la stabilité) dans deux cas d’applications distincts.
Il reste maintenant a préciser la notion de stabilité de ces équilibres. Par exemple, la
solution triviale v = 0 ou ¢ = 0 est une solution stable lorsque le multiplicateur des

3. Pour étre plus précis, on devrait dire £sin ¢, mais qui peut étre linéarisé au premier ordre.
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FIGURE 2.1.4 — Instabilité par bifurcation de la barre rigide. Etat post-critique in-
déterminé (version linéaire) ou déterminé (version non linéaire).Smitises & Hodges

charges est assez petit (une petite perturbation ne va pas 'emmener loin de cet état
d’équilibre). Lorsque le multiplicateur des charges est supérieur a la premiere charge
critique, I’équilibre devient instable. Ce sont des notions que nous précisons dans la
suite.

2.2 Etablissement des équations d’équilibre

Les exemples utilisés dans l'introduction, a savoir l'instabilité d’une barre parfaite
comprimée et d’'une barre rigide articulée en base, sont deux illustrations tres simples.
Trop simples peut-étre que pour pouvoir généraliser facilement. En effet, un élément
important de ’approche consiste en 1’établissement de I’équation gouvernant 1’équi-
libre de la structure (une équation différentielle dans le premier cas, une équation al-
gébrique dans le second). Alors qu’il était relativement simple d’établir ces équations
d’équilibre pour les deux exemples étudiés, a ’aide de coupes (éventuellement) et
de I’équilibre global de ces portions de structures, on congoit facilement que ce
type de développement deviendrait vite laborieux dans le cas d'une structure réelle,
composée de nombreuses barres. Cela impliquerait en effet d’écrire de nombreuses
équations d’équilibre, avec probablement de nombreuses coupes dans la structure,
afin d’obtenir une équation différentielle par barre, puis de considérer des conditions
de compatibilité entre elles. Dans cette section, nous présentons essentiellement deux
autres approches pour traduire ’équilibre statique d’une structure. Outre cette ap-
proche globale, nous développons une approche énergétique, ainsi qu'une approche
par équilibre local.

2.2.1 Formulation par équilibre global

La formulation de I’équilibre de fagon globale a été illustrée précédemment. Nous n’en
donnons pas plus de détails car elle est généralement bien connue a l’issue d’un cours
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F1GURE 2.2.1 — Equilibre local d’une section droite de poutre de dimension infinité-
simale.

d’analyse des structures. Pour des structures isostatiques, elle consiste a extérioriser
des efforts internes, a ’aide de coupures bien choisies, et a exprimer les efforts dans la
structure par des équilibres des morceaux de structure coupurée. Pour des structures
hyperstatiques, la démarche est similaire, dans la méthode des forces, a la différence
pres qu’'une ou plusieurs équations de compatibilité sont nécessaires pour exprimer
tous les efforts internes.

2.2.2 Formulation par équilibre local

La formulation par équilibre local se base sur I'équilibre d’une tranche élémentaire
de poutre, de plaque ou de coque, selon la théorie développée. La Figure 2.2.1-a
l'illustre pour I'exemple d’une poutre de Bernoulli. L’exemple macroscopique (global)
considéré est la colonne d’Euler mais cela n’est pas tellement important étant donné
que tous les développements suivants se basent sur une équilibre local. Peu importe
donc la forme générale de la structure. On dit par contre qu’il s’agit d'une poutre de
Bernoulli, par opposition a une poutre de Timoshenko par exemple, car les hypotheses
de sections droites restant planes et perpendiculaires a I’axe neutre sont adoptées en
écrivant M = Ely.

Le schéma de la Figure 2.2.1-b représente un équilibre local supposant que la rotation
de section 6 ~ v’ est petite ; de plus, dans ce schéma on suppose que 'inclinaison des
efforts internes reste inchangée par rapport a I’axe de la poutre. Les trois équations
d’équilibre de ce troncon élémentaire de poutre sont

dM =Tdx ; dI'=0 ; dN=0 (2.2.1)

et sont relativement simples car il n’existe pas de force transversale extérieure appli-
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quée sur la poutre. Des deux dernieres relations, on détermine immédiatement que
T =Ty et N = Ny, ou Ty et Ny sont des constantes d’intégration a déterminer
(ceci est une conséquence du fait que nous n’avons pas considéré de sollicitation
axiale ou transversale dans ’équilibre local). Compte tenu de la relation constitutive
M = —EIv", on obtient I’équation fondamentale qui gouverne la déformation d’une
poutre de Bernoulli

EIv" = 0. (2.2.2)

C’est I'équation “de 'élastique”, dont le second membre est nul étant donné que
nous n’avons pas considéré de sollicitation transversale. Dans les trois équations
d’équilibre infinitésimal données ci-dessus, on observe que l'effort axial est découplé
du comportement flexionnel. Avec ce modele linéaire, il n’est donc pas possible de
déclencher une instabilité par flexion a ’aide d’un effort axial.

L’équation fondamentale du probleme doit étre résolue avec des conditions aux li-
mites, qui permettent de transcrire les spécificités du probleme étudié. Dans cette
configuration en petite rotation, 'effort axial a 'extrémité vaut AP, et donc Ny = \P.
Quant au déplacement transversal, il doit satisfaire les conditions v(0) = v’(0) =
v(l) ='(£) = 0, soit v(x) = 0 partout. Avec ce modele linéaire en petits déplace-
ments ?, nous obtenons donc la configuration triviale v = 0. Et rien d’autre! Comme
attendu, cet exemple montre qu’il n’est pas possible d’observer le comporte-
ment critique a ’aide d’un modele élastique linéaire au premier ordre.

Le schéma de la Figure 2.2.1-c représente un équilibre local supposant que la ro-
tation de section n’est pas nulle, et donc que, globalement, les rotations relatives
entre différentes sections (a distance finie I'une de 'autre) peuvent étre finies. En
d’autres termes, I'orientation des efforts internes N et T' peut évoluer d’une quantité
infinitésimale df entre deux abscisses séparées de dx. Les trois équations d’équilibre
s’écrivent alors

dM =Tdx
T = (T'+dTl)cosdf + (N +dN)sindf (2.2.3)
N = (N+dN)cosdd — (T +dT)sindb

soit, en négligeant les termes d’ordres plus élevés,

dM =Tdx ; dT=-Ndf ; dN =Tdo (2.2.4)

de sorte qu’il existe maintenant un couplage entre les deux efforts internes N et
T. A ces trois équations d’équilibre, on peut ajouter I’équation constitutive reliant
le moment de flexion et la courbure 6’ | selon 'hypothese de Bernoulli, de sorte a
obtenir

4. supposer que les efforts internes ne changent pas d’orientation sur la longueur d’un élément
infinitésimal consiste a supposer que les déplacements transversaux sont petits
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M =T : T'=-N¢ . N=T¢ ; M=-EIf, (2.2.5)

un ensemble de quatre équations différentielles de premier ordre dont les inconnues
sont M(z), N(x), T'(z) et 0(x), qui doivent étre résolues avec quatre conditions
limites. Dans ’exemple de l'instabilité de la barre d’Euler, les conditions limites sont
que le moment de flexion est nul aux deux extrémités et que 'effort interne est égal
a P aux deux extrémités”’.

Le systeme d’équations 2.2.5 a une portée bien plus large que I'équation 2.1.2 gou-
vernant 1’équilibre de la colonne comprimée. En effet, cet ensemble d’équations a
été obtenu a partir d’une configuration d’équilibre local, qui a été choisie de facon
arbitraire le long de la poutre. Elles sont donc valables partout entre les deux bornes
du domaine d’intégration (domaine sur lequel les équations différentielles doivent
étre résolues). On peut également constater ceci d’une autre maniere. Dans I’équa-
tion 2.1.2, le parametre AP apparait explicitement alors qu’il est traité comme une
condition limite dans 2.2.5. C’est bien la preuve que la seconde formulation est plus
générale que la premiere ; elle traduit un équilibre local qui est fondamentalement va-
lable quelles que soient les conditions limites. En conséquence, ’équation 2.1.2 peut
étre obtenue comme un cas particulier de 2.2.5. Nous montrons ceci dans la suite.

Avant, au lieu de résoudre quatre équations différentielles d’ordre 1, on peut égale-
ment reformuler le probleme de facon a faire apparaitre une équation d’ordre 4. En
effet, on obtient successivement T'= M’ = —FEI16" et donc N' = —EI160"0". De plus,
puisque 7" = —N@' = —EI0", on peut obtenir un systeme de deux équations

2.2.6
N¢ = E19" (226)

{N’ = —EI0"¢'
dont les deux inconnues sont N(x) et 6(x). Finalement, en isolant N(z) de la seconde
relation et en substituant sa dérivée dans le premiere, on trouve

0////0/ _ 9///9// + 9”9/3 =0 (2.2‘7)

dont les quatre conditions limites sont, pour I’exemple de l'instabilité de la poutre
d’Euler, la connaissance du moment de flexion aux deux extrémités, soit ¢'(0) =
0'() = 0 et de leffort interne soit —AP cos@(0) = E16"(0)/0'(0) et —AP cos6(¢) =
EI0"(0)/0'(¢). L’équation 2.2.7 régit le comportement d’une poutre sans poids (sans
charge transversale ou axial répartie le long de la poutre) en grandes rotations. Elle
porte de nom d’elastica sans poids (weightless elastica) dont les premieres solutions
ont été dessinées par Euler. Cette équation ne possede des solutions analytiques que
dans quelques rares cas, qui sortent du cadre de ce cours.

Il est important de distinguer deux types d’hypotheses dans la théorie non linéaire
de poutres : grands déplacements et grandes rotations. Un modele incluant

5. en éliminant df des deux dernieres équations de 2.2.4, on trouve NdN + TdT = 0, soit que
VN2 4+ T? la résultante des forces internes dans la section droite est constante.
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les grandes rotations, comme celui de l'elastica, est le plus général. On dit qu’il
correspond a des grandes rotations car aucune hypothese n’a été faite pour déterminer
la courbure de la poutre (rigoureusement, la courbure est la dérivée de la rotation de
section, et c’est bien ce qui a été considéré). Une particularisation de cette théorie
en grandes rotations est la théorie en grands déplacements qui suppose, notamment,
que la courbure peut étre assimilée a la dérivée seconde du déplacement transversal a
la corde. Pour obtenir la formulation en grands déplacements a partir d'un équilibre
local, il était nécessaire de considérer la rotation relative entre deux faces de I’élément
infinitésimal, de sorte qu’une rotation finie puisse apparaitre apres intégration.

Nous pouvons démontrer qu’en faisant I’hypothese de petites rotations, mais en
conservant cependant une formulation non-linéaire (en grands déplacements, donc),
on peut retrouver I’équation 2.1.2; obtenue par équilibre global. En effet, si on sup-
pose que les rotations sont petites, on peut écrire § = v’ et donc la seconde équation
de 2.2.6 devient

EIV" — Nv" =0 (2.2.8)

qui est tres similaire a la dérivée seconde de 2.1.2. Il rester a prouver que, en petites
rotations, N = —AP c’est-a-dire que l'effort axial est constant. En observant que
la premicre équation de 2.2.6 posseéde I'intégrale premicre N = Ny — EI0?/2 et en
admettant que la variation d’inclinaison €' est négligeable le long de la barre, on
trouve Ny = —AP a l'aide de la condition limite. Une autre approche consiste a
repartir de dN = —T'df et dI' = Ndf dans 2.2.4 et a éliminer T" pour obtenir

d*N
—a T N(0) =0 (2.2.9)

dont la solution est N(0) = N, sinf + N, cosf. En petites rotations, on trouve N =
N,v'+ Ny, qui est maintenant paramétré par 1’abscisse linéaire z. En x = £/2, la pente
est nulle par symétrie et l'effort axial est égal a —AP. Donc N, = —AP. Puisque nous
étions intéressés a développer une solution en petites rotations, on peut négliger N,
et se limiter a observer des solutions qui sont valables tant que |N,v'| < |AP].

2.2.3 Formulation énergétique de 1’équilibre

Les structures étudiées dans le cadre de ce cours sont des exemples de systemes
conservatifs. Cela signifie que les déformations de la structure sont élastiques® et que
les forces extérieures dérivent d'un potentiel *. Le potentiel dont dérive les forces ex-
térieures, noté U est généralement, conventionnellement, défini comme étant I’'opposé

6. éventuellement non-linéaires, mais réversibles; on appelle cela hyper-élastique
7. Le travail d'une force F sur une particule de matiere se déplacant d’un point rg a un point

r; est défini par
r;

W:§1§F~dr.

ro
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du travail de forces extérieures. En notant ’énergie potentielle interne V' (c’est-a-dire
le potentiel dont dérivent les efforts internes), on obtient une définition de ’énergie
potentielle totale

H:=U+V. (2.2.10)

Ces deux composantes de 1'énergie potentielle totale H[v(x); p] dépendent du champ
de déplacement v(x) qui est a priori inconnu, ainsi que de ses dérivées et d'un en-
semble de parametres éventuels (P, A, K, ...) qui sont regroupés sous le symbole p.
L’énergie potentielle totale H[v(x);p] est donc une fonctionnelle, puisque c’est une
fonction des fonctions v(z), v'(z), etc. Puisqu’on ne sait pas a priori jusqu’a quel
ordre de dérivée la suite s’arréte, on note simplement H[v(x); p].

Au lieu de résoudre une équation différentielle pour obtenir les configurations d’équi-
libre en fonction des différent parametres du probleme, dans ’approche énergétique
les configurations d’équilibre v,(z) sont obtenues en imposant qu’elles satis-
fassent bien les conditions limites et en exprimant que v,(x) soit un point
stationnaire de I’énergie potentielle totale H[v,(z); p]. Ceci signifie que toute
perturbation infinitésimale en(x) qui est aussi cinématiquement admissible ne modi-
fie pas la valeur de I’énergie potentielle totale. Ceci correspond au théoreme fonda-
mental des travaux virtuels qui stipule que, a 1’équilibre, le travail virtuel de forces
extérieures est nul pour tout déplacement virtuel cinématiquement admissible.

Exemple. Nous verrons ci-dessous que, dans le cas de la stabilité de la poutre
d’Euler, H[v(x); p] s’exprime par

Hlv(z); EI,\P] = / (EI— — AP ;) da. (2.2.11)

L’énergie potentielle totale est définie a une constante pres. Cette constante est
choisie égale a 0 dans la configuration initiale, lorsque v(xz) = 0 et v'(z) = 0. On
exprime que v,(x) est une configuration d’équilibre pour autant que cette fonction
soit cinématiquement admissible (satisfasse les conditions limites) et qu’elle constitue
un point stationnaire de la fonctionnelle. En d’autres termes, une petite variation
en(x) cinématiquement admissible ajoutée a v,(z) ne devrait pas changer H|[v(x); p]
a lordre e. On peut écrire H[v,(x) + en(z); p| explicitement ®

¢

" \2 / N2

Hlv, +en] = / <EI WT“” — AP %) dzr =0 (2.2.12)
0

Cette intégrale dépend a priori du chemin parcouru entre rg et r;. Cependant, si le résultat de cette
intégrale ne dépend pas du chemin choisi, alors W ne dépend que des positions initiale et finale de
la force appliquée et W = W (ro,r;, F) et la force est dite conservative.

8. pour simplifier la notation, on laisse momentanément tomber les parametres p dans les argu-
ments de H.
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et développer cette expression en série de Taylor autour de € = 0, soit

¢
Hlv, +en] = Hlv,] + 5/ (BEI1v!'n" — AP v.n) dx + ord(e?) (2.2.13)
0

ou H|[v,] correspond a I’énergie potentielle totale associée a la configuration d’équi-
libre v,. Exprimer que v,(x) est une configuration d’équilibre revient donc a assurer
que le coefficient de € dans 2.2.13 soit égal a zéro. En intégrant le premier terme de
ce coefficient une fois par parties, on trouve

¢
|ET v;’n'Jg - / (EIV!'n + AP v.n')dx = 0. (2.2.14)
0

La variation est nulle car v, (z) respecte les conditions limites, donc v (0) = v/ (¢) =0
et, puisque la déformée n(z) est choisie arbitrairement, tout en étant cinématique-
ment admissible, il faut nécessairement que l'intégrant s’annule, soit

EIv" + APv. = 0. (2.2.15)

En intégrant une fois cette expression par rapport a x, puis en utilisant les conditions
limites en © = 0 pour éliminer la constante d’intégration, on retrouve I’équation diffé-
rentielle gouvernant I’équation de la colonne rectiligne simplement appuyée soumise
au flambement.

Dans I’exemple de la barre infiniment rigide avec un ressort a son extrémité inférieure,
nous verrons que l’énergie potentielle totale s’exprime par
o
Hlp; K, APl = K? — AP{(1 — cos ). (2.2.16)
A nouveau, on exprime que la configuration déformée, paramétrée par le scalaire ¢
est en équilibre en exprimant que la solution ¢, est un point stationnaire de H|p].
Dans ce cas, on peut simplement calculer la dérivée de 1'énergie potentielle totale par

rapport a ¢, 0,H = K¢ — APlsin ¢, ou bien procéder a l'aide d'une perturbation
d’ordre € comme précédemment

(px +en)?
2
Un développement en série de Taylor autour de € = 0 donne

Hlip,+en =K — APl + APlcos(p, + €n). (2.2.17)

H[p, +en] = H[p,] + en[Kp, — APlsin ¢,] + ord(g?). (2.2.18)

Compte tenu que le coefficient de ¢ doit s’annuler, pour traduire la stationnarité du
point ,, on retrouve bien I’équation d’équilibre 2.1.9.
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Afin de pouvoir traiter des cas plus généraux que ces deux exemples, on étudie dans
la suite les différents types de contribution a I’énergie potentielle totale.

Energie potentielle de déformation élastique. A 1’échelle d'une fibre de maté-
riau en extension, on peut calculer I’énergie potentielle de déformation en intégrant
les contraintes sur le chemin des déformations. En se limitant au domaine élastique,
on obtient

€

g :/O'dE: 1Ue: 1E'EQ
% 2 2

0

ou F représente le module de Young du matériau, e la déformation de la fibre concer-
née et U/V représente une énergie potentielle de déformation interne, par unité de
volume. On vérifie d’ailleurs que 3 Ee® a bien les unités de J/m?®.

Energie potentielle de déformation dans un élément tendu (barre de treillis
ou ressort). Dans un élément tendu, 'énergie potentielle par unité de longueur
[J/m] s’exprime par I'énergie potentielle par unité de volume multipliée par la section
droite (étant donné que la contrainte est uniforme sur la section droite), ¢’est-a-dire
par la moitié du produit entre la déformation axiale constante sur la section, mais
éventuellement variable sur la longueur de la barre [—] et 'effort axial [IV]. L’énergie
interne de déformation s’exprime donc par

¢
u
2
0
Si leffort axial est constant dans la barre (treillis ou ressort), il en est de méme de
la déformation u’ et donc

12

u
=FAl —.
U EQ

Dans ce cas, on peut également relier la déformation axiale a I'allongement A, € :=
u' = A/l de sorte que I'énergie interne de déformation s’exprime aussi par

A2

U= k7
ou k = EA/{ représente un constante de raideur d’un ressort, de fagon générique,
ou la raideur extensionnelle d'une barre de treillis.
Energie potentielle de déformation dans un ressort en rotation. De facon
similaire, dans un ressort en rotation, I’énergie potentielle de déformation interne [J]
s’exprime par la moitié du produit entre la rotation relative de ses extrémités [—| et
le moment de flexion [Nm] auquel il est soumis, soit

‘92
U= K—
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Energie potentielle de déformation dans une poutre fléchie. Dans une poutre
en flexion, les différentes fibres constituant la section droite de la poutre ne sont pas
tendues de la méme fagon. En s’appuyant la théorie de Bernoulli pour laquelle la
déformation € d’une fibre est proportionnelle a la courbure de la poutre x et a la dis-
tance z par rapport a un axe neutre. En admettant qu’il s’agisse d’une flexion simple
d’une poutre & section rectangulaire (pas de moment de flexion composée), on ob-
tient I’énergie de déformation par unité de longueur en intégrant 1’énergie volumique
sur la largueur b et la hauteur h de la poutre, soit

b hy2 h/2 )
1 b
—/ / S ECdzdy = JEX* / 2dz = BI
0 —h/2 —h/2

Dans la théorie des petites rotations, la courbure de la poutre est égale a la dé-
rivée seconde du déplacement transversale (éventuellement au signe pres selon les
conventions de signes), de sorte que I’énergie de déformation interne s’exprime par

¢
v
2
0
Travail de forces extérieures transversales. Lorsqu’une charge par unité de

longueur p(z) [N/m] est appliquée sur une poutre dont les déplacements transversaux
s’expriment par v(z), elle effectue un travail

‘
1
Vzé/pvdx.
0

Ce travail est 'opposé du potentiel dont dérive les forces extérieures et doit étre
ajouté dans I'expression de 1’énergie potentielle totale. Dans la théorie de I'instabilité
critique, ou souvent c’est une charge de bifurcation d’équilibre qui est recherchée, on
ne considere généralement pas les sollicitations transversales au poutres qui résultent
généralement en une instabilité par divergence (voir Section suivante).

Travail de forces extérieures axiales. Une sollicitation axiale AP dont le point
d’application subit un déplacement développe également un travail, exprimé par le
produit de I'intensité de la force et du raccourcissement de la barre. Ce dernier a deux
origines ; d’abord le raccourcissement résultant de la compressibilité axiale de la barre
(souvent négligée), ainsi que le raccourcissement de la corde de la poutre résultant
de ses déplacements transversaux. Soit s ’abscisse curviligne mesurée le long de la
poutre et v'(s) la dérivée du déplacement transversal qui est supposé représenter
I'inclinaison de la section, dans une théorie en petites rotations. La projection de ds
sur la corde s’exprime par ds cosv’ si bien que la projection de la poutre déformée
sur la corde, qui valait initialement ¢, s’exprime par
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¢ ¢ ¢
/cosv )ds ~ /1_v_ = /v_
2 2
0 0 0

Le raccourcissement de la barre s’exprime donc par

¢ ¢
v'? v
2 2
0 0
puisque les deux abscisses sont tres proches en configuration de petites rotations. Par
conséquent, le travail de la force extérieure AP s’exprime par

¢
1
V= 5)\]3/'0’2(1:1:.
0

2.2.4 Les degrés de liberté

Les deux exemples étudiés jusqu’ici sont (i) d'une part celui d’une colonne continue
possédant un nombre infini de degrés de liberté et pour laquelle I’équilibre se traduit
par une équation différentielle, (ii) d’autre part une structure rigide a un degré de li-
berté, pour laquelle I’équilibre se traduit par une équation algébrique a une inconnue.
L’exemple de la Figure 2.2.2 est un exemple d'une structure a deux degrés de liberté,
car la configuration déformée est parfaitement connue des lors que deux degrés de
libertés (les rotations ¢y et @y par exemple) sont connues.

On peut démontrer en partant d’'une méthode d’équilibre global et de coupes appro-
priées que les équations traduisant 1’équilibre de cette structure (en petites rotations)
sont

Koy = AP (o1 + @2) !

De méme, on pourrait montrer que 1’énergie interne totale s’exprime par

H(p1,2), AP, (] = Pt e er 3

1
3 (K — 2XPC) ¢} — 2\Plp1ps + (K — APL) 3]

— APl (1 —cosp1) — APL(1 — cos (p1 + ¢2))

12

et on pourrait retrouver les deux équations algébriques traduisant 1’équilibre du corps
en exprimant que I’énergie totale est stationnaire dans le voisinage d’une configura-
tion d’équilibre (voir exercices proposés).
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a b

FIGURE 2.2.2 — Instabilité par bifurcation de la barre rigide avec encastrement élas-
tique.

2.2.5 Résumé

Pour conclure, nous venons de voir qu’il existe trois méthodes différentes pour ex-
primer 1’équilibre d’une structure :

— une méthode d’équilibre global se basant éventuellement sur des coupes; elle
résulte en une équation différentielle ou algébrique dans laquelle apparaissent
les parametres du probleme, notamment le multiplicateur des charges A,

— une méthode d’équilibre local, permettant d’écrire la ou les équations diffé-
rentielles du problemes en faisant intervenir ses conditions limites de fagon
totalement séparée,

— une méthode énergétique qui peut étre développée pour tous les systemes
conservatifs ; elle résulte en une intégrale premiere du mouvement.

Dans la suite, c¢’est essentiellement I'approche énergétique qui sera utilisée.

2.2.6 Exercices

Exercice 1. Etablissez les équations d’équilibre de la structure a deux degrés de
liberté de la Figure 2.2.2.

Exercice 2. Etablissez les équations d’équilibre de la structure a deux degrés de
liberté de la figure ci-dessous.
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2.3 Concept de stabilité d’un équilibre

2.3.1 Généralités

La définition rigoureuse de la stabilité structurelle remonte aux travaux de Lyapou-
nov, Chetayev, LaSalle, Langhaar durant les années 60, en tant que cas particulier
de I’équation du mouvement. Etant donné que I’équation du mouvement s’applique
a des structures dont le comportement dynamique est pris en compte (et que ceci se
trouve étre la seconde partie de ce cours), nous allons recourir a une approche plus
heuristique de la définition de stabilité.

On considere I'état, éventuellement déformé, d’une structure soumise a un ensemble
de forces extérieures appliquées de maniere quasi-statique. Dans cet état déformé,
les forces extérieures appliquées sont en équilibre avec les contraintes a l'intérieur
du matériau. Admettons maintenant que, pour un niveau quelconque de l'intensité
de ces forces extérieures, on impose une petite perturbation a cette structure en
équilibre. Si la structure réagit par des oscillations de petites amplitudes autour de
la position d’équilibre, cette configuration d’équilibre est dite stable. Ces petites
perturbations peuvent étre autant des perturbations sur les positions que sur les
vitesses et, par “petites”, nous entendons aussi petites que voulu (au sens d’une
limite mathématique). En revanche, le niveau des sollicitations imposées est supposé
rester inchangé durant ’application de ces petites perturbations. Par contre si la
structure tend a continuer d’osciller indéfiniment ou si ’amplitude de ces oscillations
tend & augmenter avec le temps, la structure est dite instable®.

Partant d’une structure en configuration initiale qui n’est soumise a aucune sollicita-
tion, on s’attend a ce que la configuration d’équilibre soit stable, du moins pour une
structure du génie civil qui doit remplir ses fonctions. En augmentant le multiplica-
teur des charges qui sont appliquées sur la structure, la configuration d’équilibre peut
devenir instable, et généralement le reste si 'intensité de la sollicitation est augmen-
tée davantage. La transition entre ces deux types de stabilité correspond a un état
critique. Le multiplicateur des charges qui y correspond est appelé multiplicateur
critique. Etant donné qu’a une valeur du multiplicateur ne correspond pas nécessai-
rement qu’une seule configuration d’équilibre (voir exemple du cadre de Lee), pour
éviter toute confusion, il est possible, dans certains cas, de devoir associer un état
critique a cette valeur du multiplicateur critique de facon a étre suffisamment précis.

La Figure 2.3.1-a illustre ces concepts de stabilité en considérant les équilibres pos-
sibles d’une bille posée sur une surface courbe et rugueuse, et soumise a l'action de

9. On fait parfois la distinction entre ces deux cas en disant que 1’équilibre est neutre si les
oscillations persistent et instable si leur amplitude augmente.
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FIGURE 2.3.1 — Tllustration du concept d’équilibre stable (A), instable (B) et neutre

(©).

la gravité. L’avantage de cet exemple est que I’énergie potentielle totale s’apparente
au profil représenté puisqu’il n’y a dans cet exemple que 1'énergie potentielle de la
bille. Les points A et B et tous les autres points ou la pente est horizontale sont des
points d’équilibre en I’absence de forces extérieures appliquées (voir définition de la
stabilité comme un point stationnaire de 1’énergie potentielle totale). Le point A est
un point d’équilibre stable, le point B est un point d’équilibre instable et le point C
est un point d’équilibre neutre.

Cette définition de la stabilité est une définition infinitésimale. Dans la réalité, la
notion de variation d’intensité infiniment petite est difficile & maitriser. Le concept
de stabilité sur base de cette définition infinitésimale peut éventuellement étre mo-
difié¢ dans un contexte de déplacements finis. Les deux exemples de la figure 2.3.1-¢c
montrent qu’'un équilibre qui est localement instable peut-étre stable (configuration
B) peut en réalité trouver une autre configuration d’équilibre, dans un voisinage
plus ou moins lointain, en évoluant vers la configuration A, par exemple. Dans les
applications du génie civil, il existe des phénomenes d’instabilité pour lesquels on
ne retrouve généralement pas de nouvelle configuration d’équilibre (déversement de
poutre, par exemple) et d’autres exemples pour lesquels une nouvelle configuration
d’équilibre peut étre trouvée assez rapidement, grace a un regain d’une raideur non
linéaire qui se développe apres que l'instabilité ne soit apparue (voilement d’une
plaque en cisaillement, par exemple). Inversement, un équilibre qui est localement
stable peut étre instable en version finie.

Notion énergétique de la stabilité pour un systeme continu

Soit H[v(z); p] la fonctionnelle représentant I’énergie potentielle totale d’un systeme
dont la déformée s’exprime par la fonction v(x). La condition nécessaire pour qu'un
équilibre statique v, () soit stable est que la dérivée seconde de Hv,(x) + en(x); p]
par rapport a € soit positive quelle que soit la fonction n(x) satisfaisant les conditions
limites.

Notion énergétique de la stabilité pour un systeme discret

Soit H[q; p] la fonction représentant 1’énergie potentielle totale d’un systéme dont
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la déformée s’exprime par les coordonnées généralisées q'’. La condition nécessaire
pour qu’un équilibre statique g, soit stable est que la dérivée seconde de H|q, +<r; p]
rapport a ¢ soit positive quelle que soient les valeurs des coordonnées généralisées r.

Poussons donc jusqu’a l'ordre 2 le développement asymptotique précédent. Pour les
systémes continus, on trouve !

d 2| 2
Hlv,+en; p| = H[v,; p]+e {—H[w + en; p, U]J += {—H[v* +en;p, 'rz]J +ord(e?)

de o 2 |de? 0
(2.3.1)
et pour les systemes discrets, on trouve
H .p| = Hlq,; ! Hiq,: =L b d(e®
.+ eripl = Hlaipl+2 | Tlaaps]| +5 [ GHlaipal| o)
(2.3.2)

Les conditions pour que les configurations d’équilibres v, et q, soient stables sont

respectivement que
d2
—Hlv,;p,m| >0
el i )

quelle que soit la forme 7n(z) représentant la perturbation cinématiquement admis-

sible et que
d2
@H[q*;pjr] >0

quelles que soient les coordonnées r.

Exemple. Dans le cas de la stabilité de la colonne d’Euler, H[v(x); p] s’exprime par
2.3.1. La condition de stabilité s’obtient en développant H [v, + en] au second ordre,
soit

L

" 1\ 2 / "2
Hv,+¢en] = /(E[%_)\p@>dx
0

= Hv]+e [ (EIVn" —APuy)dz

2
—i—% (EIn" — AP 1) dz + ord(e”) (2.3.3)

O\N O\N

10. par exemple, p := ¢ dans I’exemple a un degré de liberté.
11. Il faut remarquer que d—dEH [vs; P, M) est généralement une fonction de la déformée choisie 7 et
de ses dérivées jusqu’a un certain ordre. Ceci apparait clairement sur un exemple.
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et en identifiant le coefficient de 2. Nous avons trouvé toutes les configurations
d’équilibre en écrivant que le coefficient de e était égal & 0. Pour A # k*m*EI/(?, il
n’y a qu'une configuration d’équilibre, v,(z) = 0 et, pour A = K*72ET/¢* il y a une
infinité de configurations d’équilibre (dans la version linéarisée), qui sont affines a la
forme sin (k7z/¢). Pour une configuration d’équilibre donnée, et pour une valeur du
multiplicateur des charges A correspondant, la stabilité est assurée s’il est impossible
de trouver une fonction n(x) qui satisfait les conditions limites et qui est telle que

¢
/ (EIn™ — AP 7”) dx <0.
0

On comprend bien que si A = 0, ceci est effectivement impossible. De plus, on peut
démontrer qu’il est impossible de rendre le résultat de l'intégrale négatif, tant que
AP < A\, P =m*EI/¢?. Ensuite, en choisissant n(x) = sin (7z/{), on voit que

l
4EI 2 2
/ (EIN™ = \Py?) dx = / (” sin2 2 — AP cos? f) dr =" (A — \) P.
0

Iz ¢ ez 20
0
(2.3.4)

Donc, puisqu’il est possible de trouver une fonction cinématiquement admissible n(x)
qui rend cette intégrale négative ou mulle pour A > \.., toutes les configurations
d’équilibre qui correspondent a une valeur du multiplicateur supérieure ou égale a la
valeur critique associée au premier mode sont donc instables.

Exemple. Dans le cas la poutre encastrée de facon semi-rigide, on peut également
déterminer les conditions de stabilité. L’énergie potentielle totale s’exprime par

2
Hlp; K, \P{] = K% — APU(1 — cos ) (2.3.5)

dans la version en grandes rotations. Le développement en série autour de la position
d’équilibre ¢, jusqu’au second ordre donne

(ox + 577)2

Hip,+en =K — APl + APl cos(py + €n). (2.3.6)

Un développement en série de Taylor autour de € = 0 donne

2,2
Hpi+en] = Hlp.]+en [Kp, — APlsin gp*]—l—% [K — AP{ cos p,]+ord(e?). (2.3.7)
On voit donc que 1'équilibre devient indifférent lorsque K — A..P¢ = 0 (en petites
rotations). L’équilibre est stable pour A < .. puisque le coefficient du terme en &2 est
alors positif, instable sinon. Dans le cas d’un systeme a un degré de liberté, la dérivée
par rapport a € est similaire a la dérivée par rapport a la coordonnée généralisée. On
aurait donc pu obtenir plus rapidement aéH = K-AP/cos ¢, dans cet exemple.
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2.3.2 Détermination d’un état critique

Dans les parametres du probleme représentés par le symbol générique p, nous avons
placé le multiplicateur des charges. Imaginons maintenant que nous partons d’'un
équilibre stable en A = 0 et que le multiplicateur de charge soit augmenté jusqu’a
I’apparition d’une instabilité, ¢’est-a-dire 'apparition d'une charge critique. Dans une
structure sans imperfections, la configuration initiale, en équilibre pour A, reste une
configuration d’équilibre jusqu’a un multiplicateur critique A... C’est le plus souvent
la stabilité de cette configuration d’équilibre qui intéresse I'ingénieur.

La condition de passage par un état critique est celui d'un état stable a un état
indifférent. En d’autres termes, lorsque les dérivées secondes s’annulent,

0? 0?

@H[v*; Persn] =0 ou @H[q; Per, ] = 0, (2.3.8)
pour au moins une forme 7(z) (ou ensemble de coordonnées r), le multiplicateur de
charge contenu dans p,, atteint une valeur critique (de bifurcation).

La Figure 2.3.2 représente ’énergie potentielle totale de la colonne avec un encas-
trement semi-rigide en base; sur la gauche dans sa version linéarisée H[p; K, \P{| =
(K — \PY) 5”2—2, sur la droite dans sa version non linéaire, H|[p; K, \P{] = K 502—2 —
APL(1 — cos ¢). Dans la version linéaire, la fonction-potentiel est une fonction qua-
dratique de ¢ de sorte que la dérivée seconde soit constante. Lorsque A = 0, la
concavité de la fonction potentiel est tournée vers le haut. La concavité diminue au
fur et & mesure que A augmente et lorsque AP¢ = K, la courbure est nulle. L’équi-
libre devient indifférent. Ceci définit la charge critique d’instabilité. Dans la version
non-linéaire du probléme, on observe (bien sur) que la courbure en ¢ = 0 s’annule
pour la méme valeur du multiplicateur des charges. La courbure n’est cependant
pas constante et on voit que la fonction potentiel est strictement positive, sauf en
¢ = 0. Lorsque le multiplicateur des charges est supérieur a la valeur critique, on
observe que la courbure en ¢ devient négative, ce qui indique que la configuration
d’équilibre ¢ = 0 n’est plus stable. Contrairement a la version linéarisée, il existe
dans ce cas deux autres configurations d’équilibre (symétriques) qui sont associées a
une courbure positive. Elles sont donc stables.

Un état critique correspond donc a la transition entre un état stable et un état in-
stable. Exactement comme il existe deux approches pour établir 1’équilibre d’une
structure, soit par équilibre local ou global, soit par une méthode énergétique, la
stabilité peut également étre étudiée de deux fagon différentes. Dans la premiere
approche, on a recours a l’approche par équilibre; dans ce cas, on se doit de per-
turber la structure étudiée et déterminer la nouvelle configuration d’équilibre, puis
déterminer ce qu’elle devient lorsque 'intensité de la perturbation tend vers 0. Si elle
persiste, c¢’est que 1’équilibre est critique. Cette approche est relativement lourde,
du moins analytiquement, car elle demande de calculer la déformée sous une certain
perturbation, ce qui n’est pas toujours facile. De plus, si on s’intéresse a une valeur
du multiplicateur des charges, probablement que la déformée de la structure sous
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a b

F1GURE 2.3.2 — Bifurcation d’équilibre pour le cas de la poutre infiniment raide
encastré a l'aide d’un ressort (a) version linéaire, (b) version non linéaire.

un ensemble de configuration perturbées présente un intérét limité. C’est pour ces
raisons que la seconde approche est plus souvent choisie. La solution des équations
d’équilibres perturbées fera 1’objet de 'analyse au second ordre (Chapitre 3).

Dans la seconde approche, on se contente d’écrire que la dérivée seconde de 1’énergie
potentielle totale est nulle dans la configuration critique, pour une valeur (au moins)
de n(z) ou r, notées n,..(x) ou r.,, soit

2 2
E —— H[vs + €Ner; Pers Ner] = 0 ou 7 ——H[q + erer; Per, Ter] = 0. (2.3.9)
En introduisant de nouveau explicitement le potentiel dont dérivent les forces ex-
térieures U = —AT,, ou T, [v(z), p] représente le travail des forces extérieures de
référence (c’est-a-dire avec A = 1), et I'énergie potentielle de déformation V' [v(z), p|,
on trouve
*H &V d*T,
der T de2 T de?
de sorte que le multiplicateur de charge critique s’exprime par

— 0, (2.3.10)

V[q + erer; Per, Ter)
T [q + Ercr; Per, rcr]

V[U* + gncr; pcr7 ncr]
7;[1)* + EMNer;s Per, ncr]

d?
_ de? _
Aor = & ou Ay = (2.3.11)

IM
l\J

selon qu’il s’agisse d'un systeme continu ou discret. Le probleme avec cette méthode
est que la forme 7..(x) ou r.. qui permet d’annuler la dérivée seconde de ’énergie
potentielle totale est inconnue a ce stade. En fait, cette forme est tres précisément
associée a la valeur du multiplicateur critique et on ne peut rigoureusement les dé-
terminer que toutes les deux a la fois. Ceci est détaillé dans la suite.

Dans la plupart des cas pratiques, un analyse du systéme linéarisé est suffisante (elle
I’est du moins pour ce cours. Donc, toutes les composantes de 1’énergie potentielle
totale, présentées a la Section 2.2.3, sont des formes quadratiques du champ v, ou des
coordonnées généralisées q. En conséquent, et on peut I'observer aussi sur I’exemple
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de l'instabilité de la colonne d’Euler, les dérivées secondes de V' et 7. s’identifient
également aux valeurs de la fonction elle-méme, en remplagant cependant v par 1 (et
q par r). En d’autres mots, on peut également évaluer le multiplicateur critique par

V CT; cr
A, = Veripel

TelNer; Per]

V [rcr; pcr]

. 2.3.12
T [Fer: Do (23.12)

La détermination du multiplicateur et des modes critiques d’une structure continue
est discutée a la section suivante. En attendant, dans le cas d’une structure discrete,
I’expression ci-dessus peut également s’écrire

V[rcr; pcr] - Acrﬁ[rcr; pcr] =0 (2313)

ou Vre; per] €t Te[ter; Per| sont des formes quadratiques des coordonnées généralisées
Pe. Par exemple, pour la barre avec un ressort a son extrémité inférieure, on a

1 1
VIt perl = 5KpZ 5 Telveripal = SP0D, (2.3.14)
Pour I'exemple de la Figure 2.2.2, on vérifie facilement,
K 0 2P0 PV
. _ 7 . . _ T
V[rcr7 pCT] - rcr ( O K ) rCT I 7;[1.67"7 pCT] - rcr ( Pe Pg rc’r

(2.3.15)

N T s . . .
ou r. = ( V1 P ) . De facon plus générale, puisque V et 7. sont des fonctions
quadratiques positives des coordonnées généralisées p.., on peut écrire, en toute
généralité,

V[rcr; pcr] = I'Z;Krcr ; 7;[1'07“5 pcr] = I'Z;KUI'CT. (2316)

La matrice K n’est rien d’autre que la matrice de raideur (linéaire) de la structure.
La matrice K, est appelée la matrice des contraintes. En substituant ces expressions
dans 2.3.13, on obtient

rl (K- \,K,)re =0. (2.3.17)

On observe donc que la seule fagon de satisfaire cette relation (sans que p, ne soit
une solution triviale) est que la matrice (K — A, K,) soit singuliere et que

(K — A K,) Tor = 0. (2.3.18)

Les multiplicateurs critiques et les modes propres associés sont donc les
valeurs et vecteurs propres du systéme aux valeurs propres généralisé
composé des matrices de raideur et des contraintes. La plupart des logiciels
d’ingénieur offrent la possibilité de résoudre ce type de probleme pour des tailles
de matrices allant jusqu’a plusieurs centaines de milliers, voire méme quelques mil-
lions. C’est donc ainsi que se fait la recherche de mode propres et de multiplicateurs
critiques aujourd’hui.
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Exemple. Dans I'exemple de la Figure 2.2.2, il n’y a que deux degrés de liberté et
les matrices K et K, sont donc de taille 2 x 2. Les modes propres et multiplicateurs
critiques peuvent donc étre calculés a la main. On obtient directement 1’expression
des multiplicateurs critiques en annulant le déterminant de (K — A\, K,),

dot [ K=20aPl =P\ _ (00 _3+45
¢ APl K =)\, Pl ) T T

avec les modes propres correspondant (vecteurs propres), r.. = (1.618, 1) et r.. =
(1, —1.618).

2.3.3 Méthode de Rayleigh

Pour les structures continues, nous nous sommes arrétés a la relation 2.3.12 qui né-
cessite a priori de connaitre le mode d’instabilité 7., qui apparait. Avec un peu d’ex-
périence, on peut facilement en déterminer une approximation car on a généralement
une bonne idée de ce a quoi il devrait ressembler. Il est donc naturellement tentant
de remplacer 7. par 7. dans la relation 2.3.12 pour obtenir une valeur approchée
du multiplicateur critique

i, = Vlieri Per]. (2.3.19)

7; [ﬁcr; pcr]
Regardons pour commencer ce que le méme type de raisonnement donnerait pour
une structure discrete. Si on remplace dans r.,. par autre chose que le mode critique
associé a la valeur critique A.. dans

rl (K — M\ K,)re =0, (2.3.20)

on obtient un produit positif car la matrice (K — A\, K, ) est singuliere, certes, mais
toujours définie positive. Cela signifie qu’elle a une, voire quelques, valeur(s propre(s)
égale(s) a 0 et que toutes les autres sont strictement positives. Il en est de méme
dans la version continue, si on associe un mode propre erroné a un vrai multiplicateur
critique de la structure, on obtient I'inégalité

Viler] = AerTelfler] > 0, (2.3.21)

le produit ne s’annulant que si 7., = 7... En isolant )., dans cette relation, on trouve

V [l

ACT — ~
[7707“]

= Ner. (2.3.22)

4

de sorte que, si on estimait le multiplicateur critique a I'aide d’'un mode d’instabilité
erroné, on obtiendrait une estimation par exces du vrai multiplicateur critique. Pour
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une structure continue, la recherche du multiplicateur critique consiste donc a trouver
la forme 7 qui minimise le quotient de Rayleigh

<

]
Tl (2.3.23)

Aer = MiNy)(,
Cette méthode est connue sous le nom de méthode de Rayleigh. Elle s’applique
également aux structures discretes avec un nombre fini de degrés de libertés.

Il va de soi que la méthode de Rayleigh est une méthode approchée et que 1’estimation
du multiplicateur critique sera d’autant meilleure que la forme choisie pour évaluer
le quotient de Rayleih sera proche du vrai mode d’instabilité.

Bien qu’apparemment obsolete, car elle ne donne qu’une solution approchée alors
qu'une méthode numérique (voir ci-dessous) permettrait d’avoir une estimation plus
précise, la méthode de Rayleigh garde tout son intérét lorsque la solution peut étre
calculée a la main, et offrir une solution analytique. Elle est approchée, certes, mais
le fait que la solution soit analytique permet d’avoir une meilleure compréhension de
I'implication de chacun des parametres du probleme.

Exemple. Dans le cas de la stabilité de la colonne d’Euler, 1’énergie potentielle de
déformation et le travail des forces extérieures s’expriment par

14 L

n//2 77/2
Vin] = /EI de ; Te[n] = /Pde. (2.3.24)
0 0
Si on choisit 77 = vg sin 7z /¢ comme approximation du mode d’instabilité (ce qui est
la solution exacte dans ce cas), on trouve

T El
Vin = vz ;

et le quotient de Rayleigh donne \..P = m2EI/(? ~ 9.87TEI/(*. Si on avait choisi
une déformée approximative quartique, par analogie avec la théorie des poutres, on

aurait utilisé '? o4 4 3
x x x
1) = 31ET ((Z) —2(7) ?) -

ce qui aurait conduit, tous calculs fait & AP = 9.88FEI/(?, soit une toute petite
sur-estimation. Ceci indique que la forme choisie pour la déformée approchée est
relativement similaire a la déformée exacte.

Teln] = v5—— (2.3.25)

12. qui satisfait toute les conditions aux limites et qui est normalisée & une valeur unitaire a
mi-travée
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Exemple. On peut également utiliser la méthode de Rayleigh pour les structures
discretes. L’exemple de la structure a un degré de liberté n’a pas vraiment de sens
puisque le multiplicateur critique est directement identifié a partir de I’équation
d’équilibre. Pour I'’exemple a deux degrés de liberté de la Figure 2.2.2, 'application de
la méthode de Rayleigh consiste a trouver ry et ry, composantes de r, qui permettent
de minimiser

Vir] K —T%;r% K r? 4+ r2
Telr] AP/ (1 —cosry) + (1 —cos(ry +12)) AP/ 2+ (r1 + 7“2)27

(2.3.27)

le second membre étant une approximation en petites rotations. Etant donné que
le numérateur et le dénominateur sont des fonctions homogenes de r; et ro, on voit
immédiatement que seul le rapport entre r; et ry peut étre déterminé'®. On peut
écrire le rapport précédent sous la forme

2
1% K (-) +1
TM = ~ (2.3.28)
B )
ro o
et on vérifie que rapport dans le dernier facteur est minimum pour = = 1+2‘/5 =
ro

1,618. Exactement comme dans I’exemple précédent, il était impossible de déterminer
I’'amplitude vy, on voit également que le mode critique est a nouveau déterminé a
une constante multiplicative pres. On peut par exemple admettre qu’il s’exprime par
r = (1.618, 1).

Cet exemple est intéressant, mais difficile a généraliser a de nombreux degrés de
liberté. Avec la puissance de calcul des ordinateurs modernes, le calcul aux valeurs
propres décrit plus haut permet généralement de résoudre le probleme beaucoup plus
facilement.

2.3.4 Meéthode de Ritz-Galerkin

L’exemple a deux degrés de liberté souleéve une piste intéressante puisqu’il vient de
montrer que la détermination des modes critiques et des multiplicateurs correspon-
dant peut se faire via un calcul traditionnel aux valeurs propres dans le cas d’un
systeme discret. La méthode, dite de Ritz (parfois Galerkin) vise a remplacer un sys-
teme continu par un systeme discret en exprimant le champ déformé inconnu comme
une combinaison linéaire de plusieurs formes a priori déterminées

v(@) = o1 () + o+ gudn(w) = a’ . (2.3.29)

13. ceci indique également qu’un mode propre ne peut étre défini qu’a une constante multiplicative
pres.
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Cette méthode n’est finalement qu’'une généralisation de la méthode de Rayleigh ou
une seule forme ¢;(z) est retenue. Comme observé préalablement, on peut mettre
chacune des composantes de I'énergie potentielle totale sous une forme quadratique,
discrete maintenant. Par exemple, I’énergie interne de déformation associée a la
flexion élastique d’une barre fléchie s’exprime par

L L

1 1 1
3 / V'Eldr = 3 / q'¢"ElP" drq = 5qTKq.
0 0

De méme, le travail des forces extérieures de référence s’exprime par

L

¢
1 1 1
3 / v Pudx = 3 / q ¢’ P drq = iqTKUq,
0 0
et le méme développement peut étre réalisé pour les autres composantes de 1’énergie
potentielle totale. En conséquence, pour 'exemple de la colonne d’Euler, 1’énergie

potentielle totale peut s’écrire

"2 12

l
1
Hiv(z); EI,\P] = / (EI“7 - AP%) dr=q" (K- 2K,)q,  (23.30)

et le probleme peut donc étre traité comme celui du systeme discrétisé, c’est-a-dire
avec un nombre fini de degrés de liberté.

Dans le cadre de ce cours, on se limitera a choisir des formes relativement simples pour
créer la base ¢; de méme, a utiliser un nombre limité de formes. Il faut cependant
savoir que cette méthode de discrétisation est a la base des éléments finis, pour
lesquels les formes choisies ont un support local.

Quoi qu'il en soit, 'approche de Ritz (Galerkin) reste une approximation et la qualité
de I'approximation finale dépend de la qualité des formes de bases utilisées pour
représenter les modes d’instabilité réels.

Exemple. Instabilité de la colonne d’Euler. On pourrait tenter de calculer le multi-
plicateur critique a 'aide des deux formes suivantes

[z oagz) <e<h BEENZANEAY
¢1<x>—{_ﬂHﬁ%f_g(%)zH(%)s <acs ¢ e@=72(7)+(3)

La premiere est la déformée statique d’une poutre soumise a une charge concentrée
en son centre. La seconde est la forme déja considérée précédemment. Tous calculs
faits, on trouve

e}

24EI(8 1) P(@ 12
K=—— 1 ; Ko=—( & & |-
AN L\ % 3



En combinant ces deux formes et la méthode décrite ci-dessus, on obtient une
approximation de la charge critique de \\P = 9.872E1/¢* soit une erreur rela-
tive de 3 - 107%. Puisque nous avons utilisé deux degrés de libertés pour repré-
senter la déformée de la colonne, une seconde charge critique est obtenue par la
résolution du probléeme aux valeurs propres. Elle vaut \oP = 122.8EI/(? et est
supposée étre une approximation du second multiplicateur critique (valeur exacte
4m?ET /0 = 39.48E1/(%). Le résultat n’est pas bon car la forme du second mode
propre (deux demi-ondes) ne peut pas étre précisément représentée avec les deux
fonctions ¢; et ¢o. La méthode de Ritz-Galerkin fournit également les modes propres
associés aux multiplicateurs calculés. En 'occurrence, le calcul aux valeurs propres
donne q; = (—0.023, 1)T ce qui montre que la forme ¢, seule est déja treés bonne
pour représenter le premier mode.

La méthode de Ritz-Galerkin n’est pas spécialement intéressante pour les structures
simples comme la colonne d’Euler. Elle est par contre relativement intéressante dans
le cas de structures composées de plusieurs parties, comme dans le cas de portiques
ou de structures formées de plusieurs poutres, barres ou colonnes.

2.4 Exercices résolus

Exercice 3. Utilisez les méthodes de Rayleigh et Ritz pour déterminer la charge
critique P d’une colonne soumise a une charge axiale constante.

P

EI | ¢

Ta

T

On peut d’abord obtenir une estimation du multiplicateur critique par application
du principe de Rayleigh. Dans cet exercice, il s’exprime par

EI ¢ m2
5 Jo e
Pt

7 Jo nPdx
puisque le travail de la force extérieure se développe dans le raccourcissement de

colonne de longueur ¢ et caractérisée par un déplacement transversal n(zx), et que
seule I'énergie de déformation interne par flexion est considérée.

Ao = (2.4.1)

L’approximation est d’autant plus proche de la solution exacte que la déformée choisie
n(z) est proche de la déformée réelle de la structure, au moment ou l'instabilité
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apparait (le mode critique). Considérons d’abord la déformée suivante

n=A <1 — cos %) (2.4.2)

pour laquelle

_ : _ AT T 9.4,
o0 Mg T T e Py (2:4.3)

Le potentiel dont dérivent la force extérieur vaut donc

p [t P [ Ar\? T P [(Ar\* ¢ P
W=— Py = — ) sinP—dr === | - =A42"— 244
2/077:'3 2/0<2£)Sm2£$ 2(2@)2 o (24
et ’énergie interne s’exprime par
EI [* EI [ [ Ar*\? T EI [ Ar*\* ¢ T El
U:— //Qd _ - 2_d _ - R 2 )
2 J, T T 0(462)608 2™ "2 \az) 2 6403
(2.4.5)
On obtient donc une premiere estimation de la charge critique,
mlEI EI
Aer P = ~ 247 — 2.4.6
402 2 ( )

qui est en réalité la charge critique exacte pour cette colonne avec ces conditions
limites. On n’a pas toujours la possibilité d’utiliser des fonctions harmoniques pour
étudier la stabilité de ces colonnes. De toute fagon, la solution harmonique est rapi-
dement entachée par de composantes hyperboliques, méme pour une poutre simple,
des que les conditions limites sont différentes. Il peut donc étre intéressant d’utiliser
des solutions polynomiales a la place. Considérons d’abord une déformée parabolique

n= Az’ + Bz +C (2.4.7)

Deux des trois parametres de cette expression peuvent étre déterminés a 1’aide de
conditions cinématiques n = 0 et ’ = 0, ce qui donne alors simplement

n = Az? (2.4.8)
et

2 Jo 3
EI [
U=~ / n"*dr = 2A’EI ¢* (2.4.9)
0
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si bien que la charge critique s’exprime par

soit une surestimation d’environ 20%. On peut reprocher & la parabolique Az? un
certain manque de réalisme car elle ne satisfait pas la condition statique n”(¢) = 0.
Cela justifie en partie 'erreur de l'ordre de 20%, mais il n’est pas nécessaire que la
fonction n(z) choisie satisfasse la conditions statiques. Dans ce cas, ce n’aurait pas
été possible. Considérons donc maintenant une déformée cubique

n = Az® + Ba® (2.4.10)
satisfaisant les deux conditions cinématiques, et ou nous utilisons la condition sta-
tique 1 (¢) = 0, soit

n=A(z>—32%). (2.4.11)

Les intégrales au numérateur et dénominateur de I’expression du multiplicateur cri-
tique valent donc respectivement

¢ ¢ 5
/ n?dr = / (3A2* — 6Axl)*dr = 2440 ,
0 0 5
¢ ¢
/ n"dr = / (6Ax — 6AL)?dr = 12A0°. (2.4.12)
0 0

La charge critique vaut donc dans ce cas,

= 3L _pgEl
202 2

soit a peine 1% au-dessus de la charge critique exacte. Il est également possible de
partir de la déformée cubique générique introduite ci-dessus et de ne pas imposer la
condition statique n”(¢) = 0 correspondant & I'imposition d’'un moment de flexion nul
a 'extrémité supérieure. En faisant de la sorte, on garde deux degrés de libertés, A et
B, pour représenter la déformée de la colonne, mais on viole la condition faible sur le
moment de flexion. Il s’agit d’une approche qui est tout a fait semblable a I’approche
par éléments finis, ol les conditions limites fortes '* En conservant I’expression plus
générale n = Ax® 4 Bx? pour la forme de la petite perturbation ajoutée autour de la
configuration d’équilibre v = 0, on trouve que le coefficient de €2, ou de la seconde
variation de I’énergie potentielle totale, s’écrit

14. conditions s’exprimant en fonction du champ inconnu et de ses dérivées d’un ordre inférieur
a la moitié de l'ordre de ’équation différentielle gouvernant le phénomeéne (4 pour une poutre en
flexion, 2 pour un barre en traction, 4 pour un plaque en flexion).
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OH = %8 {E[ /Ogn”zd;c— AP/OEn’de] (2.4.13)
= %9 {4E1 ((B? + 3AB( + 3A%(*) — \P (43 i + 3ABI* + 9A2£5)]
ou encore
TR Gy mi v A [ ) 20

On obtient les multiplicateurs critiques en annulant le déterminant de la matrice
ci-dessus. Apres simplification du polynome caractéristique, on trouve

3 , 104FEI EI\?
—(AP)"— ——AP+48|— ) =0 2.4.15
s AP = APt ( 2 ) (2:4.15)
soit deux racines dont la plus petite vaut
52 —8v31 ET EI
Ay P = ————— = 2.486— 2.4.1
3 2 8 2 ( 6)

a moins d’un pourcent de la solution exacte.

Notons également que si nous avions utilisé la déformée sous une charge transversale
concentrée F' en téte de la colonne

—Fz?
= GhI (3l — z), (2.4.17)
on aurait obtenu Bl

Exercice 4. Une colonne encastrée libre de hauteur ¢ et de raideur F1 est assemblée
en base a l'aide d'un assemblage semi-rigide de raideur K. On voudrait évaluer
I'influence de la raideur de ce ressort sur la stabilité d’ensemble de la colonne. On
s’attend a ce que, si la raideur est “grande”; la charge critique de la colonne soit égale
A 2 EI/402, et diminue vers 0 pour de “petites “ valeurs de la raideur en rotation de
I'assemblage. (i) Préciser ce que I'on entend par “grande” et “petite”; (ii) quantifier
plus précisément ce résultat.

La notion de grandeur relative de la raideur de I’assemble peut étre résolue par une
approche dimensionnelle, en observant que le probleme considéré s’exprime a ’aide
de 3 parametres, EI, { et K, et de deux unités (longueur et force). La solution du
probleme doit donc pouvoir s’exprimer a l’aide du seule parametre adimensionnel
k= K{/EI. 1l est donc clair que la grandeur du parametre K doit étre comparée a
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EI/L. Lorsque k > 1, par exemple £ = 10 et plus, on peut donc s’attendre a ce que
I’assemblage en base soit suffisamment raide que pour avoir une influence faible sur
le multiplicateur critique. Ceci est évalué plus précisément dans la suite.

En exprimant la déformée du mode critique par

n(z) = A€+Bb—aﬁczﬂ (2.4.19)
on trouve que I’énergie interne et le travail des forces extérieures s’expriment par
¢
ET m( 9 T EIB* A’K
_ = = 2.4.2
2 /" v)de + 77 0=z * 2r (2.4.20)
0
P 2 2 2
Te= 16 (84% + 16AB + n°B?) (2.4.21)

De sorte que I’énergie potentielle totale puisse aussi s’exprimer sous la forme

K_AP _AP A
(AB)( ,\PL E17r4_L)\P7r2>(B>'

L 32L3 8L

H=U-\T, =

DN | —

En introduisant les notations k = K{/EI et Py = m?E1/(?, la matrice apparaissant
dans I'expression ci-dessus peut étre réécrite sous la forme

P Ko AP _AP

0 2 Py Py

K - AKO— - f _E 2 AP ;
Py 32 Py

dont le déterminant s’annule lorsque

72+ 4k £ 1/16(k + 8)k — 872k + 4

A=DP
0 8 (w2 — 8)

(2.4.22)

La plus petite de ces deux valeurs (avec le signe “-”) est représentée a la figure
ci-dessous. On y observe effectivement que si kest grand, disons égal a 10 ou plus,
alors I'influence sur la stabilité de la colonne s’amoindrit, et la charge critique tend
vers celle d'une colonne encastrée-libre (F/4).

Aer B
ert 0008

0.20 -
0.15 -
0.10 -

0.05 -

0.00 - 05 1 5 10 50 100
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2.5 Exercices proposés

Exercice 5. L’équation de I’élastique
EIV"+p=0

gouverne les déplacements transversaux d’une poutre soumise a une pression trans-
versale constante. Ré-établissez cette équation a ’aide des trois approches permettant
d’obtenir les équations d’équilibre.

Exercice 6. Vérifiez que, dans ’exemple de 'instabilité de la colonne d’Euler, 1’équi-
libre est stable pour toute valeur de A < A, et que I’équilibre est instable pour toute
valeur de A > A,,.

Exercice 7. Déterminez la charge critique d’instabilité d'une colonne bi-articulée
soumise a son poids propre.

Exercice 8. Déterminez 'influence de la déformabilité axiale EA d’une colonne bi-
articulée soumise a une charge axiale constante sur sa charge critique d’instabilité.
Exprimez le résultat en fonction du rapport entre le rayon de giration ¢, de la section
droite et la longueur ¢ de la colonne.

Exercice 9. Utilisez la méthode énergétique pour déterminer la charge critique P de
la colonne représentée ci-dessous. Représentez votre estimation de la charge critique
en fonction de la raideur réduite du ressort en base, K¢3/FI. Commentez les deux
comportements limites K — +oo and K — 0.

.

EL¢

e
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Exercice 10. Utilisez la méthode énergétique pour déterminer la charge critique P
de 'exemple ci-dessous.

. (EI,E . (EI,E ]
—>» C/
i x s

Exercice 11. Estimez la charge critique P de la colonne ci-dessous et comparez-la a
celle d’une colonne simple doublement appuyée. Quelle serait la raideur flexionnelle
d’une colonne a section uniforme qui aurait la méme charge critique 7

VP

EI

Nl

2ET

SN

Tip : utilisez soit une sinusoide (Rayleigh), soit une superposition de sinusoides (Ritz)
pour déterminer la charge critique. Solution : P.. = 14.8E1/¢* (1 sinusoide), P., =
13.3E1/¢* (sinusoides). A comparer a la solution exacte P,.. = 12.8E1 /(>

Exercice 12. Dessinez 'allure de la déformée de cette colonne au moment de son
instabilité. Estimez la charge critique de cette colonne en utilisant une forme simple
(une sinusoide par exemple) sur chaque trongon. Essayer ensuite la superposition de
deux sinusoides, I'une a une demi-onde et 'autre a deux demi-ondes sur la longueur

3.
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==

EI 20
Y

Solution :P,, = 4.93E1/¢* (sinusoide sur chaque trongon), P,. = 3.73E1/{* (2 sinu-
soides). Solution exacte P,. = 3.72E1/(?.

Exercice 13. A l'aide de la méthode énergétique, évaluez la charge critique de la

structure représentée ci-dessous. Exprimez le résultat en fonction de la raideur réduite
K@3/EI

P¢<§E

Nl

€l

EI

Nl

i

Tip : utilisez un polynoéme de degré 4.

Exercice 14. Utilisez la méthode énergétique pour déterminer la charge critique P
de la structure ci-dessous.
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Exercice 15. Utilisez la méthode énergétique pour déterminer la charge critique
P de la colonne ci-dessous. Exprimez la charge critique comme une longueur de
flambement (équivalente) de la colonne.

ny

A
¢ ET
\UEI B 281 C
i i

T

Tip : en prenant Az + B(1—cos%; pour la colonne et une cubique pour la poutre, on
trouve P, = 1.83E1/¢?, soit une longueur de flambement de 2.33¢. Solution exacte :
P..=1.76E1/¢*.

Exercice 16. Une colonne supposée infiniment rigide est raidie par deux poutres
de raideur flexionnelle EI et de longueur ¢. Utilisez la méthode énergétique pour
déterminer la charge critique P de cette colonne
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Solution : P,. = 6FEI/(?* (cubique sur chaque poutre).

Exercice 17. Déterminez la charge critique de la structure ci-dessous.

7
bielle (EA = 00)
A O O
Vi ElI = ElI =

i i

Solution : P.. = K/{

Exercice 18. Estimez la charge critique P de la structure suivante.
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5 FEl =0
X D

V4 FEl =0

vV B

77(;;7[7(

Exercice 19. Déterminez la charge critique pour laquelle la structure suivante ma-
nifeste une bifurcation de son équilibre.

Exercice 20.

2.6 Références et lectures complémentaires
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Chapitre 3

Analyse au second ordre des
structures formées de poutres

3.1 Introduction

48



Deuxieme partie

Analyse dynamique linéaire
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Contexte

Pour un ensemble de sollicitations données, ’analyse d’une structure consiste en la
détermination de sa déformée, des éléments de réduction ou contraintes dans cette
structure ainsi que les réactions d’appui. Lorsque ces sollicitations varient suffisam-
ment lentement dans le temps, 'analyse peut étre réalisée sous I'hypothese d'un
comportement (quasi-)statique. On suppose que le lecteur est familier avec les mé-
thodes d’analyses de structures sont chargements statiques. Notamment, le cas des
structures isostatiques est généralement considéré comme simple puisque les distribu-
tions d’efforts internes ne dépendent pas des valeurs relatives des raideurs ; par contre
I’analyse statique de structures hyperstatiques requiert 'utilisation de méthodes plus
avancées généralement basées sur le théoréeme des travaux virtuels, ou sur le principe
de conservation d’énergie. Parmi les méthodes les plus connues, les méthodes des
forces, des déplacements ou de Cross permettent de réaliser cette analyse statique.

Dans le domaine du génie civil, la majorité des structure étudiées sont continues. Il
s’agit généralement de poutres et colonnes, de plaques, coques ou voiles. Cependant,
pour différentes raisons, mais surtout pour en simplifier la représentation numérique,
une structure physiquement continue est généralement modélisée a 1'aide d'un en-
semble fini de degrés de liberté ou coordonnées généralisées. La méthode la plus
couramment utilisée pour remplacer un probleme continu en un probleme discret est
certainement celle de la méthode des éléments finis. Dans un tel contexte, les forces
appliquées peuvent étre exprimées a l'aide d'un vecteur de charges p et 'analyse
consiste en la détermination du vecteur x des déplacements des degrés de liberté
ou des coordonnées généralisées qui permettent d’assurer I’équilibre entre les forces
appliquées et les efforts intérieurs a la structure, exprimé par

Kx=p (3.1.1)

ou K est une matrice de raideur relative a la modélisation choisie. L’analyse statique
d’une structure se résume donc a la résolution d’un systeme d’équations algébriques,
éventuellement non linéaires (si K ou p dépendent de x).

Lorsque les efforts appliqués sur une structure la mettent en mouvement de facon
telle que les effets liés au mouvement de sa masse ne soient plus négligeables, (3.1.1)
doit étre complétée par un terme d’inertie. L’équation du mouvement écrite sous sa
forme la plus simple

Mx (t) + Kx (t) = p (¢) (3.1.2)

inclut ces effets et traduit, dans I'ordre, I’équilibre entre les efforts d’inertie, les efforts
intérieurs et les forces appliquées. L’analyse dynamique consiste en la détermination
du vecteur x des déplacements qui permet de satisfaire cet équilibre. Il apparait donc
une différence fondamentale entre analyse statique et dynamique puisque la premiere
ne requiert que la solution d’un ensemble d’équations algébriques alors que la seconde
nécessite la résolution d’'un ensemble d’équations différentielles. Ceci vient en étroite
relation avec la nature de la solution calculée : il est évident que la solution x(t)
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d’une analyse dynamique représente ’évolution au cours du temps du déplacement
des noeuds du modele, contrairement a la solution statique x qui est constante.

Puisqu’il est donc évident qu’une analyse dynamique présente un degré de complexité
supérieur a l'analyse statique, il est attendu que les notions relatives a l’analyse
statique soient maitrisées convenablement avant d’aborder 1’étude du comportement
dynamique. Pour cette raison, nous ne reviendrons que brievement sur des outils
de modélisation communs avec ceux de l'analyse statique, comme notamment la
méthode des éléments finis.

Dans certains cas traités en pratique, ’équation du mouvement (3.1.2) est parfai-
tement déterminée. Cela signifie d'une part que les caractéristiques géométriques et
mécaniques de la structure (M, K) sont parfaitement connues et d’autre part que les
efforts p (t) appliqués en chaque point de la structure sont parfaitement déterminés
(ce sont des fonctions du temps connues). On recourt donc dans ce cas a une analyse
dite déterministe dont nous présentons les principes fondamentaux dans ce cours.

Dans le domaine du génie civil, un certain caractere aléatoire peut (et dans certains
cas doit) étre attribué aux grandeurs mises en jeu :

— les caractéristiques de la structure peuvent ne pas étre connues avec certitude.
Prenons pour exemple une construction en béton armé dont on sait que les
caractéristiques de résistance et de déformabilité ne sont pas connues avec
exactitude. Dans ce cas, certaines composantes des matrices structurelles M
et K peuvent étre caractérisées par des grandeurs probabilistes plutot qu’etre
parfaitement déterminées ;

— les sollicitations extérieures peuvent également n’étre déterminées qu’en termes
de probabilités. C’est généralement le cas lorsque les efforts appliqués pro-
viennent de phénomenes naturels (tremblements de terre, vent, houle, trafic,
ete.).

Il existe des techniques de résolution qui, partant de représentations probabilistes
de la structure et de son chargement, permettent de déterminer les structures sta-
tistiques des déplacements des noeuds de la structure ou des éléments de réduction.
Il s’agit d’analyses stochastiques que nous présenterons dans le second volume du
cours.

51



Chapitre 4

Equation du mouvement

4.1 Généralités

Un systeme a un seul degré de liberté associé a une coordonnée généralisée q est tel
que la connaissance de ¢(t) en un instant ¢ quelconque détermine de fagon exhaustive
I’état de la structure étudiée. Cela ne signifie pas que la structure soit nécessairement
limitée a un seul point matériel, ni qu’elle soit parfaitement rigide.

\

Example 4.1. Un exemple célébre est celui du pendule simple (Fig. 4.1.1) ou la
coordonnée généralisée q = 0 est la position angulaire du pendule par rapport a la
verticale. Le pendule est composé d’un bras de longueur ¢ dont une extrémité est
fize et Uautre est pourvue d’'une masse m significativement plus lourde que la masse
du bras. Puisque le bras est supposé étre parfaitement rigide, la connaissance de
langle 0 implique de facto celle de tous les points de la structure (masse et bras).
En particulier, avec les notations de la Fig. /.1.1, la position de la masse dans le
référentiel (x,y) est

x = (£cosf, lsinb) (4.1.1)

dont on peut, par dérivation, déterminer les expressions de la vitesse et de ['accélé-
ration

X = (—Eé sin 6, 06 cos (9)

X = (—692 cos 0 — (0 sin 0, —00% sin 6 + 06 cos 9> . (4.1.2)

1. si la vitesse angulaire 6 est constante, I'expression de l'accélération se réduit a x =
—06? (cos 0,sin ), qui est I'expression bien connue de l'accélération centripete dun mouvement
circulaire uniforme.
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FIGURE 4.1.1 — Exemple de systeme a un degré de liberté 0 : le pendule simple.

L’équation du mouvement traduit I’équilibre de la structure. L’analyse dynamique
d’une structure consiste a établir cette équation, puis a la résoudre de facon a dé-
terminer 1’évolution au cours du temps de la coordonnée généralisée ¢(t). Dans cette
section, trois méthodes différentes d’exprimer 1’équilibre dynamique d’une structure
sont présentées. Elles menent naturellement a la méme équation du mouvement, qui
est unique sous les hypotheses de modélisation choisies. Dans la pratique, on a re-
cours a I'une ou 'autre méthode selon la difficulté du probleme rencontré. Il est donc
important de maitriser les différentes méthodes pour pouvoir établir I’équation du
mouvement de facon optimale dans toute circonstance.

4.2 Seconde loi de Newton

La seconde loi de Newton, appelée également théoreme du centre d’inertie, s’énonce :

Dans un repére inertiel, la somme vectorielle des forces appliquées sur
un objet est €gale au produit de la masse de [’objet par son vecteur accé-
lération.

et s’écrit

> f =mx. (4.2.1)

Dans le formalisme de d’Alembert, une force d’inertie —mx est considérée comme
une force agissant sur I'objet considéré, qui subit donc une force extérieure fictive
supplémentaire. Puisque 1’équilibre d’un corps se traduit par une somme vectorielle
nulle des forces appliquées, le principe de d’Alembert s’écrit

d fi—mx=0 (4.2.2)

et est donc strictement équivalent a la seconde loi de Newton.

Etant donné qu’il faut exprimer I'accélération et éventuellement les forces appliquées
en fonction de la coordonnée généralisée, I’application de la seconde loi de Newton
ou du principe de d’Alembert devient rapidement compliquée. Ils ne sont utilisés
pour établir I’équation du mouvement que lorsque le systeme étudié se limite a un
ou quelques points matériels.

Pendule simple.

L’application de la seconde loi de Newton veut que la masse du pendule multipliée
par l'accélération soit égale a la somme vectorielle des deux forces appliquées, la
tension dans la barre et le poids propre. L’équilibre dans les directions x et y du
systeme de référence s’écrit donc

mg —Tcos =m(—002cosf — (Osinb
~T'sin@ = m (—£62sin 6 + (6 cos O
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L’élimination de la tension inconnue 7' entre ces deux équations fournit 1’équation

du mouvement )
i+ %siné’ —0. (4.2.4)

Cette équation ne fait intervenir que deux termes, l'inertie et la force de rappel. En
outre, elle est non linéaire puisque si #; et #5 sont deux solutions non triviales de
cette équation, #; + 6, n’est pas solution de I’équation. Ceci est du a la présence de
la fonction sin.[]

4.3 Principe des travaux virtuels

La premiere méthode présentée ne permet pas d’écrire les équations d’équilibre de
systemes continus. Aussi, lorsque le systeme étudié présente un nombre important
de masses ponctuelles, écrire explicitement 1’équilibre vectoriel de toutes les masses
peut vite devenir impraticable. Dans ces cas, le principe des déplacements virtuels
permet souvent d’obtenir I’expression recherchée des équations d’équilibre. Ce prin-
cipe se base sur la notion de déplacement wvirtuel, un déplacement arbitrairement
choisi, d’amplitude infinitésimale et cinématiquement admissible, c’est-a-dire satis-
faisant les conditions limites cinématiques (appuis) de la structure. Le principe des
déplacements virtuels stipule que

Partant d’une structure en équilibre, le travail virtuel des forces inté-
rieures 0U éqgale celui des forces extérieures 6W dans un déplacement
virtuel arbitrairement choisi.

Ce principe est largement appliqué & I’analyse statique de structures?. La seule diffé-
rence ici est qu’il convient d’introduire, en sus des forces qui seraient habituellement
considérées, une force d’inertie ainsi que le travail virtuel correspondant. Tres prati-
quement, c’est le fait que le déplacement virtuel soit arbitrairement choisi qui permet
d’exprimer 1’équilibre de la structure ou, en d’autres termes, I’équation du mouve-
ment. Ceci est illustré a I'aide d’un exemple ci-apres.

Pendule simple.

Considérons un déplacement virtuel 660 comme indiqué a la figure 4.3.1. Dans ce
déplacement, la masse du pendule se déplace de ¢ cos (6 + 60) — £ cosf = —£00 sin O
dans le sens des z positifs et de £sin (0 + d0) — £sinf = €66 cosf dans le sens des
y positifs. Le travail virtuel effectué par chacune des forces doit étre établi pour ce
déplacement virtuel (depuis une position d’équilibre réelle) :

(i) la tension dans le bras ne travaille pas puisqu’elle est perpendiculaire au mouve-
ment. Etant donné que c’est la seule force intérieure susceptible de travailler, il en
découle 6U = 0,

2. Aucune limitation n’est formulée concernant le comportement de la structure. Le principe est
donc également d’application aux structures a comportement non linéaire.
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FIGURE 4.3.1 — Exemple de systeme a un degré de liberté 6 : le pendule simple.

(ii) le poids mg qui agit dans la direction de x produit un travail virtuel 6W; =
—mgldlsin b,

(iii) selon le principe de d’Alembert, la force d’inertie a considérer est —mx ou x
est donné par (4.1.2) ; le travail de cette force s’exprime donc par le produit scalaire
Wy = —mx - (€50 sin 0, 060 cos ), ou, apres simplifications 6Wy = —ml2660,

Le principe des travaux virtuels veut que 6W; + 6Ws + 6U = 0, soit

<mg€ sinf + m€29> 50 =0 (4.3.1)

En raison du caractere arbitraire du déplacement virtuel, I’expression entre paren-
theses doit étre identiquement nulle. Comme annoncé, ceci permet donc d’établir
I'équation du mouvement. Elle prend naturellement la méme forme que (4.2.4) ob-
tenue précédemment.[]

4.4 Principe de Hamilton

Une autre facon de traduire I’équilibre d’un corps consiste a utiliser le principe de
Hamilton. Dans le contexte de la mécanique classique, il stipule que

Parmi toutes les évolutions possibles d'un systeme entre deux confi-
gurations fixées aux instants t; et 9, I’évolution naturelle est celle qui
conserve l'intégrale

to

5(q) = / L(tq(t). () dt (4.4.1)

ou L représente le Lagrangien du systeme étudié. Pour les domaines d’applications
qui nous intéressent, il est défini par

L=T-V (4.4.2)

ou T'(t,q) est I'énergie cinétique absolue du systéme et V (¢, q) est le potentiel dont
dérivent les forces. Il s’agit donc d’un principe de conservation d’énergie, ou d’un
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équilibre des flux d’énergie cinétique et potentielle. L’équation de conservation (4.4.1)
est une équation ou l'inconnue est en réalité une fonction inconnue ¢(t) et ne doit
pas étre confondue avec une équation scalaire. La théorie du calcul des variations
permet de démontrer que la solution de ce type d’équation est la fonction ¢(t) qui
satisfait

aob oL _ (4.4.3)

Il s’agit en réalité de 1’équation différentielle d’ordre 2 qui gouverne 1’équilibre dyna-
mique de la structure étudiée.

Lorsqu’il existe une dissipation d’énergie dans la structure étudiée (généralement
résultant de frottements internes), le principe de conservation doit étre légerement
adapté

to to
$@= [Law.a@ya+ [Wtaw.aoa @1
t1 t1
ou W, représente le travail des forces non conservatives, de sorte a écrire que la
quantité d’énergie cinétique et potentielle perdue a été absorbée dans un processus
de dissipation non réversible. En incluant ces effets de dissipation a l'aide d’une
fonction de dissipation de Rayleigh F', ’équation du mouvement 4.4.5 devient
A40L _OL  OF (4.4.5)
dt 0¢g 0q  0q

L’établissement du Lagrangien L relatif a un probleme donné et son introduction
dans 4.4.5 permet d’obtenir 1’équation du mouvement. Lorsque la complexité du
probleme étudié augmente, cette approche est souvent préférée car elle ne demande
pas d’écrire d’équilibre vectoriel ; I’équation du mouvement résulte de considérations
sur des fonctions scalaires uniquement.

Pendule simple

L’énergie cinétique stockée dans le pendule s’exprime par

1 )
T = 5mr292 (4.4.6)

et le potentiel dont dérivent les forces appliquées par
V = —mgr (1 — cosf) (4.4.7)

de sorte que, sous 'hypothese d’'un mouvement non amorti, le Lagrangien s’exprime
par

1 N
L = 5™ <£€) —mgl (1 —cosf), (4.4.8)
et ’équation du mouvement (4.4.5) s’écrive (¢ = )

ml%0 + mglsinf = 0. (4.4.9)

qui est exactement identique a 4.2.4. [
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4.5 Conclusion

Quelque soit la structure considérée, ’application de I'une ou I’autre méthode permet
d’écrire 1’équation du mouvement. De fagon la plus générale, on peut facilement se
convaincre qu’elle prend la forme d’une équation différentielle de second ordre du
type

mg+ f(q,4) =0 (4.5.1)

ou la fonction f, dépendant du probleme étudié, peut éventuellement étre non li-

L : g .
néaire. Par exemple, pour le pendule simple, f (6) = =7 sin@ est une fonction non
linéaire de 6.

L’analyse dynamique d’une structure non linéaire présente un niveau de complexité
substantiellement supérieur a celle d’une structure a comportement linéaire. Une
premiere fagon d’éviter une analyse non linéaire consiste a considérer des vibrations
de faible amplitude autour d’une position d’équilibre (g,, ¢,). Dans ce cas, la fonction
f peut étre linéarisée, de fagon a obtenir

of

. . of .
mq + f (qo, §o) + —J (¢ —q0) + —.J (¢ —do) = 0. (4.5.2)
aq ((IO,QO) 8q (CImqo)

L’équation (4.5.2) peut aussi étre réécrite sous la forme
mq + cq + kq = p. (4.5.3)

qui est I'expression la plus générale permettant de modéliser les vibrations linéaires
de structures.

Cette équation traduit un équilibre entre les forces d’inertie mg(t), d’amortissement
visqueux ¢g(t), de rappel élastique kq(t) et extérieures p(t). Dans ce cours, nous
nous limiterons essentiellement a étudier les vibrations linéaires de structures, qui
permettent d’étudier une large gamme d’applications rencontrées dans les problemes
du génie civil. Il existe cependant aussi des applications particulieres, comme les
vibrations de cables ou les effets de tremblements de terre, qui nécessitent de prendre
en compte des effets de non linéarités géométriques et matérielles. Ces quelques
problemes non linéaire particuliers feront ’objet d’un chapitre en soi.

Afin de simplifier les illustrations dans la suite des développements, nous considé-
rerons que m, ¢ et k représentent une masse, une viscosité et une raideur, et nous
représenterons un systeme dynamique a l’aide d’un chariot sur roulettes comme indi-
qué a la figure 4.5.1. Il convient de garder a 'esprit que d’autres types de structures
présentent la méme forme canonique de I’équation du mouvement, et donc que m ,
c et k ne présentent pas nécessairement les unités d’'une masse, viscosité et raideur.
Par exemple, les vibrations de petites amplitudes (donc linéaires) du pendule simple
autour de la position d’équilibre 6§ = 0, s’étudient par 6+ g0/t = 0. Cette expression
prend bien la forme canonique (4.5.3) mais montre que k = g/¢ peut en principe avoir
une signification différente de celle d'une raideur. En réalité, il est possible de trouver
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FIGURE 4.5.1 — Représentation schématique du systeme a un degré de liberté.

d’autres systemes qui donneraient d’autres significations encore aux coefficients de
(4.5.3).

L’objectif de ce premier chapitre consiste a présenter les méthodes analytiques et
numériques qui permettent d’étudier ce simple systeme vibratoire, mais cependant
tres utile pour la modélisation des structures plus complexes du génie civil.

Des a présent, nous pouvons introduire des notions fondamentales du probleme dy-
namique. En divisant les deux membres de (4.5.3) par m, ’équation du mouvement
devient

i+ 2161 +wig = = (4.5.4)
olt w? = k/m et 2wi& = ¢/m. La pulsation propre de l'oscillateur w; est reliée a la
fréquence propre fi et la période propre T; par

1 . _27r

wy =27mfy flz? ) WI—T-
1 1

(4.5.5)
Le coefficient d’amortissement relatif £; est défini par le rapport entre la viscosité ¢
et une viscosité caractéristique ® 2mw;. Il s’exprime aussi par

&1

c c
= = : 4.5.6

2mwr 2vEkm (4:5.6)
Dans toutes ces grandeurs, I'indice “1” permet de rappeler que, pour le moment, nous
étudions un systeme a un degré de liberté.

Dans les applications du génie civil, le coefficient d’amortissement relatif &; est intrin-
sequement tres faible. Puisqu’il provient d’un amortissement interne au matériau, on
le choisit souvent de fagon conventionnelle (et tres peu claire), en fonction du maté-
riau constitutif de la structure étudiée. Le tableau (4.1) donne des valeurs indicatives
du coefficient d’amortissement selon le matériau utilisé. Nous verrons dans la suite
qu'un faible coefficient d’amortissement peut produire un comportement dynamique
problématique en cas de résonance. On est donc souvent amené a augmenter volon-
tairement la dissipation d’énergie dans la structure (appuis en néoprene, installation
de pistons amortisseurs, systemes d’amortissement actif/passif, etc.). Dans ce cas, le
coefficient d’amortissement peut prendre des valeurs de I'ordre de 5% — 10%.

3. appelée aussi amortissement critique car cette valeur de la viscosité permet de séparer les
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Matériau &
Acier soudé  0.1%-0.5%
Acier boulonné  0.5%-1%
Béton 1%-2%
Bois 2%-5%

TABLE 4.1 — Coefficients d’amortissement structurel selon le type de matériau consti-
tutif

4.6 Exercices

réponses libres avec oscillations (régime infra-critique) des réponses sans oscillations autour de la
position d’équilibre (régime super-critique).

59



Chapitre 5

Intégration temporelle

5.1 Principes généraux

Lorsque les sollicitations, bien que connues exactement, sortent des fonctions simples,
la résolution analytique devient assez ardue. On passe donc généralement dans ce
cas a des méthodes numériques pour la résolution.

Une premiere option consiste a écrire les équivalents numériques des approches tem-
porelle (Duhamel) et fréquentielle développées dans le cadre de notre étude analy-
tique des vibrations (cf. section 6.1.4.1, p. 93). Ces deux méthodes se basent sur les
hypotheses fondamentales du principe de superposition et ne sont donc applicables
qu’aux structures & comportement linéaire (en raideur et amortissement).

Tant qu’a passer a une approche numérique, il peut étre intéressant de développer
une méthode qui permet d’obtenir des résultats concluants, méme dans le cas de
structures a comportement non-linéaire. On présente donc dans la suite des méthodes
d’analyse dont le domaine d’application est tout a fait général. Les méthodes sont
développées dans le contexte d'une structure a un degré de liberté, quoique tous
les développements suivants peuvent étre facilement transposés a des structures a
plusieurs degrés de liberté (grossierement, en remplagant les grandeurs scalaires par
des grandeurs vectorielles). 11 s’agit donc de discuter les méthodes numériques qui
permettent de résoudre :

mg (t) + cq (t) + kq (t) = p(¢) (5.1.1)

La numérisation de cette équation doit nécessairement s’accompagner d’une discréti-
sation. Cela signifie qu'une solution numérique de I’équation du mouvement ne peut
que satisfaire I’équation du mouvement en certains instants g, t;, etc. Par souci de
simplicité, les méthodes utilisent souvent un pas de temps constant t; = to + i At,
quoique cette solution ne soit pas toujours la plus optimale. Entre ces instants ou
I’équation d’équilibre est satisfaite, des hypotheses doivent étre formulées. Selon les
hypotheses choisies, on obtient des méthodes différentes, avec des propriétés de pré-
cision et stabilité plus ou moins intéressantes. Ces méthodes peuvent étre classées
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en différentes familles selon qu’elles se basent sur des approximations des dérivées
(p. ex. la méthode de la différence centrale) ou des intégrales (p. ex. la méthode de
Newmark). On peut également classer les méthodes selon leur caractere implicite ou
explicite, c’est-a-dire la nécessité ou non de devoir utiliser une procédure itérative a
chaque pas de temps.

Il existe un probleme fondamental en analyse numérique qui consiste a résoudre une
équation différentielle (non-linéaire) de premier ordre

d

—y=y="F(y,t 5.1.2

Y=y =£(1) (5.1.2)
ol y est un vecteur de fonctions inconnues et f est une fonction vectorielle de y et,
éventuellement t. Il existe toute une liste de méthodes pour résoudre ce probleme. Les
plus élémentaires sont présentées ci-dessous pour mieux comprendre la classification
des méthodes.

1. I"équation du mouvement est satisfaite a 'instant ¢, et la dérivée est approchée
par une différence avant

dy

- = t 5.1.3
p J f (v (513
dy Yirar — Yt

— ~ = 5.1.4
dt J . At ( )

En égalant les deux expressions de la dérivée, on obtient donc

Partant d’une valeur connue de y, (condition initiale), cette relation permet
donc de déterminer la suite de valeurs y; qui représentent 1’évolution au cours
du temps de la réponse. On obtient la suite y; a I'aide d’une simple récurrence
puisque le second membre de (5.1.8) ne fait pas intervenir y;; o;. La méthode
est dite explicite (et basée sur une approximation de la dérivée).

2. une seconde facon, tout aussi valable a priori de résoudre ce probleme consiste
a considérer plutot la différence arriere pour estimer la dérivée

dy

- = 1.
dtJt f (yest) (5.1.6)
dy Yt — Yi-Ae

— ~ 1.
dt Jt At (5.1.7)

En égalant les deux expressions de la dérivée, on obtient donc

Yt —Yi-at
At

Dans ce cas, y;ia; est présent au second membre de la relation de récurrence,
ce qui signifie que (5.1.8) est une équation en y;, o, qui doit étre résolue a

=[(ye,1) = Yerar =Yi + At f (Yiran t + At) (5.1.8)
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chaque pas de temps. Si la fonction f est linéaire, on peut facilement ramener
Yirar au membre de gauche et transformer cette méthode a priori implicite en
une méthode explicite. Si ce n’est pas le cas, une procédure adaptée (souvent
une méthode itérative) est nécessaire pour résoudre la récurrence. La méthode
est dite implicite (et basée sur une approximation de la dérivée).

3. une troisieme méthode se base sur une approximation d’intégrale en réécrivant
I’équation a résoudre sous la forme

t+At

Yirar =Yy + / f(y,t)dt ~y, +
¢

f (yt+At7 t+ At) + f (yt; t)
2

At (5.1.9)

ou la méthode du trapeze a été appliquée. La relation obtenue est la récurrence
recherchée pour estimer y;, ;. Sous cette formulation, on peut constater qu’il
s’agit d’'une méthode implicite.

4. en appliquant la méthode du rectangle pour I'estimation numérique de I'inté-
grale, on trouve

t+At
Yitar =y + / f(y,t)dt ~y, +f(y;, t) At (5.1.10)

t

qui prend donc maintenant la forme d’une méthode explicite (identique a la
méthode 1, en réalité).

Ces quatre exemples élémentaires montrent que toutes les combinaisons implicite /explicite
et dérivée/intégrale existent. Selon les choix qui sont faits, on obtient une méthode
numérique de résolution du probleme fondamental différente.

Considérer le probleme fondamental n’est pas anodin car I’équation du mouvement
(5.1.1) qui nous intéresse peut précisément étre remise sous cette forme. En effet, en
posant y; = q et y, = ¢, on peut écrire

%(i>=(£>:(%@ﬂi_mm) (5.1.11)

qui a bien la forme de (5.1.2). Ceci signifie donc que toutes les méthodes qui nour-
rissent la discussion du probleme fondamental peuvent étre appliquées a la résolution
de I'équation du mouvement, méme lorsqu’elle prend une formulation non-linéaire *.
En pratique cependant, des méthodes appropriées sont développées pour résoudre
I’équation du mouvement, en prenant en compte les particularité de ce probleme
(essentiellement le fait qu’il s’agisse d'une équation d’ordre 2). Tout comme pour le
probléme fondamental (que nous laisserons donc a titre d’illustration ici), les mé-
thodes peuvent étre explicites/implicites et basées sur des approximations de déri-
vées/d’intégrales. Etant donné que les méthodes numériques doivent nécessairement

formuler des hypotheses (comme une troncature de série pour I’approximation d'une

1. dans le cas, f (2) prend une expression non-linéaire de y; et yo
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dérivée), aucune méthode ne peut donner de coincidence parfaite avec une solu-
tion analytique de référence. Chaque méthode numérique introduit des erreurs qu’il
convient de maitriser, éventuellement borner ou limiter. Selon la méthode choisie,
I’approche numérique introduit une ou plusieurs de ces erreurs :

— un amortissement artificiel (numérique),
— un déphasage de la réponse,
— une modification de la période.

Aussi, en fonction des parametres propres a chaque méthode, les erreurs introduites
peuvent étre différemment affectées. Par exemple, le pas de temps At doit néces-
sairement étre choisi suffisamment petit pour pouvoir représenter correctement les
composantes harmoniques ? de plus haute fréquence de la réponse. Pour les applica-
tions pratiques, il est nécessaire d’utiliser au moins 10 points pour la plus courte des
périodes a représenter (cad la plus haute fréquence).

5.2 Exemples de schéma d’intégration

Dans cette section on donne deux exemples de schémas d’intégration communément
appliqués.

Dans un premier temps, la méthode de la différence centrale basée sur des approxima-
tions de dérivées est présentée. En développant deux versions légerement différentes
de cet algorithme, on mettra en évidence le fait que la stabilité d’un algorithme est
liée aux hypotheses qui sont faites pour arriver a sa formulation sous forme d’'une
récurrence.

Ensuite, les méthodes d’intégration de Newmark seront présentées comme générali-
sation des méthodes de I'accélération constante et linéaire.

5.2.1 Meéthode de la différence centrale

Comme pour toute méthode numérique, on commence par satisfaire I’équation du
mouvement en un instant ¢

m(:jt + Cq.t + th = Ps¢- (521)

L’accélération peut étre estimée par différence finie?® (différence centrale), & 'aide de

la relation
. Qi-at — 2q: + Qe

qt INE

2. dont lorigine est structurelle (une fréquence propre) ou est & attribuer a la sollicitation.
3.

(5.2.2)

=g + At g + A5G, + ALY At taoae—2q
Qi+at = Gt + At gy + =5—-q¢ + 6qt+0( ) o, Jerar T At Qt:qﬁ—o(AtQ)

Gi—nt = q¢ — At g + %ﬁi]} — ATts'q't +o0 (At4) At?
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Son introduction dans (5.2.1) donne

At? ,
Qi+t = e (pr — cdr — kar) + 2q: — G—ne-

Dans cette expression, on peut éliminer ¢;_a; en considérant

s A — i

t = oAt = G-t = Gryar — 208G, (5.2.3)
ce qui donne
AP :
Qrear = G + At g + oy (pe — cqr — kqy) . (5.2.4)

Pour autant que 'on soit en mesure de calculer ¢; et ¢; , cette relation construit
donc la récurrence qui permet d’estimer le déplacement a la fin du pas de temps a
partir de grandeurs connues au début du pas de temps. Pour que la récurrence soit
convenablement posée, il faut ajouter une expression qui permet de calculer ¢, a; a
partir de ¢; et ¢;.

5.2.1.1 Option 1

Alors que les formulations de différences finies qui ont été utilisés jusqu’ici produisent
des erreurs de 'ordre de At2, il est impossible de trouver une expression approchée
de g;a¢ en fonction de g; et ¢; qui laisse des erreurs d’un ordre inférieur a At. Par
exemple, I’hypotheése que la vitesse moyenne sur le pas de temps est donnée par
différence finie des positions

Qeent + ¢ Grar — G
2 At

produit * bien une erreur d’ordre At. Dans cette premicre option, le fait de mélanger
des hypotheses d’ordre At et At? produit un schéma de qualité médiocre. Ceci sera
illustré dans la suite.

(5.2.5)

On peut extraire 'expression recherchée de ¢, a¢ & partir de (5.2.5)

Gyt — G
At &

de sorte que (5.2.4) et (5.2.6) forment un ensemble de relations qui permettent de

calculer la position et la vitesse en ¢t + At a partir des mémes grandeurs en t.

qt-i—At = 2 (526)

Par souci de formalisme, on peut réécrire ces deux équations sous la forme d’un
systéme. En introduisant 'expression de ¢4 a; de (5.2.4) dans (5.2.6), on obtient

. 2 ( ) ) - At ( . I )
—_ — —_— —_— f— — p— C —_—
Qi+ At At qi+At — Gt qt = qi m Dt qt qt

Gevae = G + At g + o (AF?) } oIt T G a o (A)

Gt = Qrrar — At Geyar + 0 (AL?) At
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qui, combiné avec (5.2.4), s’écrit sous la forme matricielle

(w1A0)? £1wi At At2
dt+At - =57 1= Q@ :
; - .+ ) . (b2
( At Gerne ) ( — (wlAt)Q 1 — 26w At At ¢ A2 | Pt ( )
5.2.1.2 Option 2

En guise de seconde option, nous allons tenter d’éviter de formuler une hypothese
faible comme (5.2.5), tout en continuant de fermer la récurrence. L’optique suivie
est différente car nous allons maintenant éliminer ¢; de (5.2.4) et obtenir g ya; en
fonction de ¢, q;—aq.

En réintroduisant dans (5.2.4) l'expression de ¢ donnée par (5.2.3), on a

QGiat — G-ne | A Qi+at — Qi—At
= At —c— —k 5.2.8
Qt+at = Gt + SAL + o (Pt c SAL Qt> ( )
que l'on peut aussi écrire
m c 2m m c
— — =k —(———) . 5.2.9
<At2 + 2At> Gerar =Pt (At2 ) “T A oar) Bt (529)

ou, de facon équivalente sous un format matriciel,

0 1 _ 0
( o ) = 16w At 2—(w1A1)? ( -t ) + AP pe. (5.2.10)
Qt+At TG At 16wl At qt m(1+§1w1At)

La méthode de résolution se base maintenant sur la seule équation (5.2.9), mais la
récurrence est de second ordre puisque ¢;1a¢ est déterminé a partir des positions
connues aux deux pas de temps précédents. Il s’agit d’'une méthode a pas multiple,
par opposition aux méthodes a pas simple (comme celle de I'option 1). De cette
maniere, aucune hypothese supplémentaire n’a été formulée et 'on peut s’attendre
a obtenir un algorithme plus performant.

Les conditions initiales concernent souvent la position (gg) et la vitesse (qy). Elles
doivent donc nécessairement étre adaptées pour pouvoir rentrer dans ’algorithme.
En écrivant G —q
: 0~ q-At

qui est certes une approximation d’ordre At (mais limitée au premier pas de temps
et non pas a l'entiereté du domaine comme dans l'option 1), on peut transformer la
condition initiale sur la vitesse en une position (fictive) a un pas de temps avant la
condition initiale

q-at = qo — At go. (5.2.12)

La connaissance de g_a; et gy permettent de débuter dans la relation de récurrence
(5.2.9) et ainsi de déterminer I’évolution au cours du temps de la réponse dynamique.
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1 ot I R o B S T
option 1
option 2

05

0.5

FI1GURE 5.2.1 — Réponse dynamique calculée a I'aide de la méthode de la différence
centrale

Example 5.1. La figure 5.2.1 donne un exemple de réponse dynamique calculée
pour m = lkg , f = 1Hz, & = 1% et une sollicitation harmonique p = sin 27 fot ot
fo =0.9Hz. On peut constater que l'option 1 donne des déplacements qui deviennent
vite démesurément grands (phénoméne d’instabilité), alors que l'option 2 donne une
solution trés proche de la solution analytique (ezacte). "

5.2.2 Accélération constante

Il existe une famille de méthodes qui se basent sur une approximation des intégrales

suivantes
t+At

Ge+ar = G + / qg(t)dt
¢
t+ At

Qr+at = Gt + / q(t)dt (5.2.13)

t

et qui postulent une expression analytique relativement simple pour ¢ (¢) de fagon a
pouvoir réaliser ces intégrales explicitement. En 'occurrence, la méthode de I'accé-
lération constante (par pas de temps) suppose que

Gt 47) = Gt + eyt
2
pour 7 € [0; At]. Dans cette expression, §; est connu puisqu’il s’agit d’une grandeur
en début de pas de temps, alors que ¢y a¢ est a priori inconnu. En introduisant dans
(5.2.13) cette expression la plus simple de I'accélération, on obtient par intégrations
successives 1’évolution de la vitesse et du déplacement a 'intérieur du pas de temps

(5.2.14)

| i

G(t+7) =g+ LI 2%*“7 (5.2.15)
) . + .. 7_2

Gt +7) =g+ gor + LTI (5.2.16)

2 2
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En particulier, pour 7 = At, on obtient la position et la vitesse a la fin du pas de
temps

. . Gt + G n

N e At% (5.2.17)
] .. + .. At2

Grine = g + AL+ L IEAL DD (5.2.18)

2 2

en fonction uniquement de ¢y a; qui reste inconnu a ce stade. Il suffit alors d’écrire
I’équation d’équilibre en ¢ + At

MGry At + CGryar + KQir At = DPrvat- (5.2.19)

en y introduisant les expressions de ¢;1a; et ¢i1ns, de sorte a établir une équation
unique en fonction de G a;. 11 est alors nécessaire de résoudre cette équation (il s’agit
donc d’une méthode implicite) afin de déterminer les grandeurs a la fin du pas de
temps et poursuivre alors la démarche de résolution.

La méthode de I'accélération constante est probablement la méthode la plus couram-
ment utilisée en raison de ses bonnes performances en termes de précision et stabilité
(cf. section (5.3)).

5.2.3 Accélération linéaire

Partant d’un raisonnement similaire, il est possible d’affiner la représentation de
I’accélération, en passant a une évolution linéaire pendant le pas de temps

G(t+7)=d + —q”AAtt_ &, (5.2.20)

ce qui produit une évolution quadratique de la vitesse et cubique de la position

éit+At—dtT_2
At 2
72 (jt-i—At_(:jtTS
t+7)=q+ 7+ G—+ ———.
q(t+7)=q + ¢r G N

Dans ces relations intervient a nouveau l'accélération a la fin du pas de temps Giia¢
qui est a priori inconnue, mais dont la détermination permettra de calculer 1’état de
la structure a la fin du pas de temps. De nouveau, en introduisant 7 = At dans les
relations précédentes, on obtient une expression des position et vitesse a la fin du
pas de temps

Gt+7)=q+GT+ (5.2.21)

(5.2.22)

‘ it
Griar = Gi + Wm (5.2.23)
Grrat = G + AL + (% + thm) At? (5.2.24)

qu’il suffit d’introduire dans I’équation d’équilibre en t+At, puis résoudre par rapport
& Grrat
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5.2.4 Méthodes de Newmark

On peut résumer les méthodes de 'accélération constante et de I'accélération linéaire
par les relations suivantes

dtvat = Gr+ %At

Qene = @+ @A+ <% + %) At? (5.2.25)
et

Geyat = G+ At—éjHA;Jr &

Gine = G+ GAL+ (% + %) At (5.2.26)

respectivement. On peut voir qu’elles sont toutes les deux des cas particuliers d’une
famille de méthodes qui s’écrivent sous la forme

Gipar = G+ [(1 = 6) G + 0Grrae] At (5.2.27)
) 1 ) 3y
Qrent = Q¢ + GAL + {(5 — a) qr + th+At1 At? (5.2.28)

ou a = 1/4 et § = 1/2 pour l'accélération constante et « = 1/6 et § = 1/2 pour
l'accélération linéaire. Un ensemble de parametres («,d) donné correspond & une
méthode de résolution bien précise. Il ne faut cependant pas nécessairement vouloir
donner de signification physique a cette méthode. Par exemple, on peux comprendre
que la méthode correspondant a v = 1/5 et 6 = 1/2 soit effectivement intermédiaire
entre 'accélération linéaire et 1’accélération constante, mais il ne faut pas nécessai-
rement vouloir lui donner une quelconque signification. L’idée de la généralisation
réside dans le fait qu’une autre méthode, légerement voisine des deux cas particuliers,
mais différente cependant pourrait avoir des propriétés de précision et/ou stabilité
plus avantageuses.

Comme pour ces deux cas particuliers, le formalisme général de la méthode de New-
mark est obtenu en introduisant (5.2.27) et (5.2.28) dans l'équation d’équilibre en
t + At. Il est important de remarquer que cette méthode fonctionne également pour
les structures a comportement non linéaire, pour lesquelles 1’équation du mouvement
prend la forme

mGerar + [ (@t Grear) = Gerat) = Dy e (5.2.29)
La résolution de cette équation (éventuellement non linéaire) par rapport a §iiay
permet de déterminer 'état de la structure a la fin du pas de temps.

En cas de comportement non linéaire, cette équation doit étre résolue par une mé-
thode itérative (p.ex. Newton-Raphson). Pour autant que I’accélération ne varie pas
trop rapidement, §; peut étre considéré comme une bonne approximation de ¢y a; et
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donc servir de valeur initiale pour le processus itératif nécessaire a la résolution de
(5.2.29).

Lorsque le comportement structurel est linéaire, les équations de la méthode de
Newmark (5.2.27)-(5.2.29) peuvent s’écrire sous la forme matricielle

0 1 —0At G+ At 0 1 (1-9)At q 0

1 0 —aAt? Grar | = 1 At (5 —a) A2 @ |+ 0

koc m Gt at 0 0 0 G PtiAt
(5.2.30)

ou encore

0 1 —0 Qi+ At 01 1-6 s 0
1 0 — Atenr | =111 3—a Atg |+ 0
(Wi At)? 26w At 1 NN 00 0 At2, Prtat
(5.2.31)

et étre résolues explicitement. Dans ce cas, I’élimination de ;1 a; et g a¢ fait donc de
(5.2.29) une équation linéaire en ;. o¢ qui peut étre déterminée une bonne fois pour
toutes. Ce résultat est évidemment le méme que celui de la résolution du systeme
matriciel (5.2.30). Au lieu de résoudre le systeme par rapport a 1 a¢, il est coutume
de le résoudre par rapport a g;+ ¢ dont on percoit généralement mieux les limitations
physiques. Apres quelques développements, on obtient

kr Gesar = pr (5.2.32)
ou

kr = L + 0 +k (5.2.33)

re= aAtQm aAtc h

B N N ) )6 s At [0 _9
PF = Pt+Ar TC At% o qi 5 qt

N 1 n 1 . . 1 Y (5.2.34)

m aAt2Qt ozAtQt 200 % o

sont donc a voir comme une raideur et une sollicitation équivalentes au probleme
dynamique (compte tenu de sa résolution numérique avec un pas de temps At et des
parametres « et 6 donnés). De fagon pratique, partant des conditions initiales, on
utilise (5.2.32) pour déterminer la position a la fin du pas de temps, puis

: J 5\ . 5\ .

di+At = E (Qt—i-At - Qt) + (1 — a) qt + At (1 — %) Qs (5235)
. 1 I 1 .

N N (Grear — q) — Al 55~ L) 4, (5.2.36)

(les solutions du systeme matriciel) pour déterminer les vitesse et accélération a la
fin du pas de temps.
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5.2.5 Meéthode de Houbolt

5.2.6 Meéthode de Wilson

5.2.7 Méthodes HHT

5.2.8 Méthodes DE3

5.3 Stabilité et précision des méthodes numeériques

Les équations relatives a la récurrence d'une méthode peuvent se mettre sous la forme
canonique
Xerar = Axy + LYy, +L® T At (5.3.1)

ou x; est composé de déplacement(s), vitesse(s) et/ou accélération(s) selon la mé-
thode considérée, r; dépend de p; et ry A, dépend de p;a; - Par exemple, les équa-
tions (5.2.7), (5.2.10) et (5.2.30) sont les équations sous ce format pour les méthodes
de la différence centrale (options 1 et 2) et de Newmark.

Stabilité des méthodes numériques
La stabilité d'un algorithme est étudiée sur la réponse libre (r; = 0;r;0n, = 0). 1l

reste donc
Xt+At = AXt (532)

ou, par récurrence,

Xttt At = AXt = A2 Xt—At — ... = An Xp- (533)

ou n = (t+ At) /At. On obtient donc la réponse aprés une certain temps en multi-
pliant le vecteur de conditions initiales un nombre suffisant de fois par la matrice A.
Etant donné qu’aucune force n’est appliquée sur la structure, on s’attend a ce que les
vibrations s’atténuent au cours du temps, ou éventuellement persistent indéfiniment
avec une amplitude constante si la structure est non amortie.

Pour que le schéma d’intégration considéré soit acceptable, il faut donc que la matrice
A" reste bornée pour n — oo. Si tel n’était pas le cas, n’importe quelle petite
perturbation (d’origine numérique méme) serait amplifiée sans limite.
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My hy OPTION 1 Ay Ry OPTION 2

— £,=0.01
e £,20.10
£,0.30

T4 5
o,At o,At

F1GURE 5.3.1 — Valeurs propres de la matrice de stabilité pour la méthode de la
différence centrale.

La puissance d’une matrice se calcule a partir de sa décomposition spectrale
A =PAP, (5.3.4)

ou A est une matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres de A et ou
P est la matrice des vecteurs propres associés. On peut calculer successivement

A% = PAP 'PAP ! =PA’P L
A? = PAP 'PA’P ! = PAP!

et donc démontrer par induction que
A" =PA"P . (5.3.5)

Ceci montre que A" reste bornée tant que A™ I’est. Or montrer que A" reste bornée est
bien plus simple puisque A est une matrice diagonale. En effet, si tous les éléments
de A (les valeurs propres de A) restent en norme strictement inférieurs a 'unité,
alors A" tend vers zéro pour n — oo. Par contre, s’il existe une valeur propre de A
de norme supérieure a l'unité, alors le schéma d’intégration étudié est assurément
instable pour I'ensemble de parametres concernés.

Le raisonnement peut donc étre résumé a partir du rayon spectral de A, noté p (A),
qui représente la plus grande valeur propre de A en valeur absolue :

— 81 p(A) > 1, alors A" — oo : amplification indésirée des perturbations, le
schéma est instable

— si p(A) = 1 : les perturbations introduites persistent indéfiniment, le schéma
numérique n’introduit ni ne dissipe aucune énergie

— si p(A) < 1, alors A™ — 0 : le schéma numérique apporte un certain amortis-
sement artificiel

A titre illustratif, la figure (5.3.1) indique les évolutions des valeurs propres A; et Ag
des matrices de stabilité A relatives aux options 1 et 2 de la méthode de la différence
centrale.
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Pour des valeurs réalistes du coefficient d’amortissement, I’option 1 fournit des valeurs
propres qui sont toujours supérieures a l'unité en valeur absolue. Cela signifie donc
que, quelque soit le pas de temps At choisi, le schéma d’intégration numérique obtenu
est instable.

Le tracé des valeurs propres relatives a ’option 2 indique que ce schéma d’intégration
est parfait (aucune dissipation/aucun apport d’énergie) tant que w; At < 2. Cela
signifie que ce schéma d’intégration n’est stable que si At < T7/w. On dit alors
que la méthode est conditionnellement stable (il y a une condition & vérifier sur
le pas de temps At pour que le processus soit stable). En pratique, dans ce cas
précis d’application, la limite de stabilité T /7 ~ 0.3187; n’est pas vraiment une
limitation en soi puisqu’il est conseillé d’utiliser au moins 10 points pour représenter
une période, ¢’est-a-dire At < 77/10. C’est donc en pratique ce critere qui est limitatif
et non pas le critere de stabilité de 1’algorithme.

En plus d’étre stable, on attend d’une méthode numérique qu’elle soit précise. Deux
défauts principaux de précision sont :

— la dégradation d’amplitude,
— l’allongement de la période.

La dégradation de 'amplitude est a attribuer a I'amortissement artificiel introduit
par la méthode et discuté précédemment. Quant a l’allongement de la période, pour
un schéma d’intégration donné (avec ses parametres fixés), il dépend du type de
chargement et du niveau d’amortissement. On ne peut donc que se contenter d’étudier
ce phénomene sur des exemples précis. A titre d’exemple, la figure (5.3.2) représente
le pourcentage d’allongement de la période propre pour une réponse a un lacher libre
non amorti, c¢’est-a-dire que 1’'on a résolu numériquement

G+wig=0 (5.3.6)

avec ¢(0) = 1 et ¢(0) = 0 comme conditions initiales. La solution numérique est
comparée a la solution exacte : ¢ = cos 2%%. A la figure (5.3.2), on peut par exemple
constater que la méthode de l'accélération constante (Newmark avec § = 1/2 et
a = 1/4) génere un allongement de la période de l'ordre de 3% lorsque le pas de
temps est choisi comme étant égal au dixieme de la période propre. Cette illustration
est une raison supplémentaire pour laquelle dépasser, pour le choix du pas de temps,
une valeur égale a T} /10 n’est pas conseillé.

5.4 Exercices

Déterminez les limites de stabilité de 1’algorithme de Newmark.
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Chapitre 6

Dynamique des systemes discrets

6.1 Systemes a un degré de liberté

Face a I'analyse d'une structure, un réle important de I'ingénieur consiste a construire
un modele adéquat qui, de facon minimaliste, devrait permettre d’expliquer les phé-
nomenes attendus en assemblant uniquement les éléments de modélisation néces-
saires. Le choix d’un modele le plus simple possible amene souvent a 1’étude d’un
systeme a un degré de liberté, c’est-a-dire un systeme tel que la connaissance d’une
coordonnée généralisée ¢(t) en un instant quelconque détermine de fagon exhaustive
I’état de la structure étudiée. Les structures filaires rencontrées dans le domaine du
génie civil -un portique a un étage, un haut building, un tablier de pont, un hauban-
sont parfois modélisées a I'aide de systemes a un degré de liberté, ce qui permet de
représenter leur comportement dynamique fondamental. En pratique, I’établissement
de ce modele n’est pas toujours évident. A la section 77, nous présentons les outils
qui permettront de mettre au point un modele dynamique de la structure, et d’établir
une équation du mouvement comme (3.1.2).

En nous limitant ensuite a 1’étude des vibrations de systemes linéaires, nous étudie-
rons successivement la réponse d’une structure a un degré de liberté soumise a divers
types de charges (constante, périodique, impulsionnelle), afin de présenter les bases
nécessaires qui nous permettront d’étudier la réponse d’une structure soumise a une
charge quelconque.

6.1.1 Vibrations libres

Afin de comprendre le fonctionnement fondamental de 'oscillateur simple, nous al-
lons considérer que le systéme est libre de force appliquée (p = 0), et donc résoudre
I’équation différentielle a coefficients constants suivante

G+ 2wi€1q +wiq = 0. (6.1.1)
La solution de cette équation différentielle homogene s’obtient a partir des racines
21 et zo du polynome caractéristique
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22+ 2w &1z +wi =0, (6.1.2)

soit

zZ1 = —wr (51 +uy/1 - f%) = —wi&1 — gy
Z9 = —Wq (fl — LY/ 1-— f%) = —w1§1 + Ly (613)

olt ¢ représente le nombre imaginaire complexe et ot wy = wiy/1 — &2 est la pulsation
propre amortie, légérement inférieure & w; puisque &; est de 'ordre du pourcent !. La
solution de I'équation différentielle de second ordre s’écrit alors

q = Ce™" + Cye™ (6.1.4)

ou C' et C5 sont deux constantes complexes qu’il convient de déterminer en fonction
des conditions limites. Ces conditions limites sont souvent des conditions initiales, a
savoir, une position et une vitesse données. Soit

70)=q ; ¢(0)=qo (6.1.5)
L’introduction de z; et zo dans (6.1.4) donne

q = 6_€1w1t [Cle_wdt + CQ€+Lwdt] . (616)

Au lieu de conserver deux constantes complexes C et Cy, on peut? leur substituer,
puisque la fonction ¢ est réelle, deux autres constantes réelles A et B, et écrire la
solution générale de I’'équation

q=e 9" (Acoswgt + Bsinwgt). (6.1.7)

1. Nous nous plagons dans la situation ou &5 < 1, ce qui correspond a des vibrations générale-
ment appelées sous-critiques puisque ¢ < c... Considérer £&; > 1 n’a pas d’intérét pratique avec les
ordres de grandeurs d’amortissement structurel rencontrés dans les applications du génie civil.

2. En notant C; = aq + thy et Co = ag + the, et en se souvenant que e’ = cosf + ¢sinf, le
contenu des crochets peut s’écrire

(a1 4 tby) (coswgt — tsinwgt) + (ag + tbe) (coswgt + ¢t sinwgt)
ou encore
(a1 + ag) coswgt + (b — ba) sinwgt + ¢ [(as — a1) sinwgt + (by + ba) coswyt] .

Etant donné que cette fonction doit étre réelle V¢, on doit nécessairement avoir a; = ag et by = —bs.
L’expression précédente peut donc également s’écrire

A coswgt + Bsinwgt

avecA:a1+a2 etB:bl—bg.
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En considérant les conditions limites particulieres (6.1.5), on obtient A = ¢o et
B = (4o + &1wiqo) /wa, soit

Jo + §1w .
g = e 1t (qo cos wyt + %;1(]0 sin wdt> ) (6.1.8)

Cette relation montre que le mouvement de I'oscillateur s’apparente a un mouvement
harmonique (combinaison de cos et sin), modulé cependant par une exponentielle
décroissante. L’argument de I'exponentielle, que 'on peut écrire —27&;t/T) controle
la rapidité de la décroissance. Si 'on admet que e~ est négligeable pour x >
(e7™ = 4%), on peut constater que la réponse dynamique est fortement amortie
lorsque 27&t/T) > m, c’est-a-dire lorsque le temps t écoulé depuis le laché libre de
I'oscillateur est plus grand que

261

Cette durée t, apparait donc comme le temps de mémoire de la structure qui repré-
sente la durée pendant laquelle une perturbation quelconque se fait ressentir, que ce
soit, comme ici, une condition initiale imposée, ou de fagon plus générale un impact,
un arret brutal de sollicitation, etc.

t (6.1.9)

On peut voir également que la décroissance exponentielle est d’autant plus lente que
le taux d’amortissement est faible. A la limite, pour £ = 0, c’est-a-dire wy = wy, la
réponse de 'oscillateur soumis a un déplacement et une vitesse initiaux devient

q = o coswit + D Gy wit, (6.1.10)
w1

ou la décroissance exponentielle a disparu. Cela signifie donc qu’un systeme non
amorti (un idéal théorique!) initialement en mouvement continuera d’osciller tant
qu’aucune force ne lui sera appliquée. Plus généralement, toute perturbation appli-
quée a ce type de structure idéale aura donc un effet a durée illimitée. La figure
6.1.1 donne un exemple typique de la réponse dynamique d’un oscillateur faiblement
amorti et d’un oscillateur non-amorti.

Un cas particulier important de (6.1.8) est celui ou la vitesse initiale est nulle. Cette

situation consiste donc a écarter 'oscillateur de sa position d’équilibre et a le lacher
subitement. La réponse dynamique, obtenue en posant gy = 0 dans (6.1.8),

q = qoe St (COS wat + S sin wdt) , (6.1.11)
Wq

peut étre simplifiée davantage pour les faibles amortissements rencontrés. En effet,

Sen &L g (6.1.12)

v V1-8

de sorte que le terme en sin puisse étre négligé devant le terme en cos et ainsi donner
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FIGURE 6.1.1 — Réponse libre d'un oscillateur (a) faiblement amorti et (b) non
amorti.

T T N -
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FIGURE 6.1.2 — Réponse libre d'un oscillateur sous lacher libre (go = 0)
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—&rwit

q = qo€ COS Wqt. (6.1.13)

La figure 6.1.2 donne un exemple typique de réponse dynamique obtenue sous un
lacher libre. Les instants ¢; des maxima relatifs sont obtenus en résolvant

q(t;) =0 = —&wigoe 9 coswat; — waqoe S sinwgt; = 0. (6.1.14)

Si 'on suppose a nouveau que &; est petit, cette équation se résume a sinwgt; = 0 et
donc 9
o
ti=—~iTy aveci=0,1,... (6.1.15)
Wd

Les valeurs des maxima relatifs sont obtenues en injectant ces expressions des t; dans

(6.1.13)

_ —&1w iﬁ
7 = Qo€ d. (6.1.16)
Par définition, le décrément logarithmique est le logarithme népérien du rapport entre
deux maxima relatifs
2im

—&1w1 =%
i @ 2
Qi gy e 2TG (6.1.17)

) _ 2(i+l)m / 2’
C.Z’L"F]. qoe glwl wq ]_ - 51
Il est donc directement relié au coefficient d’amortissement relatif, et donne ainsi une
information équivalente quant a I’amortissement présent dans le systeme étudié. Pour

les faibles coefficients d’amortissement considérés en pratique, on peut considérer que
01 =~ 2mw&; et donc

51:1Il

O L (6.1.18)
2T it

Cette relation est utilisée pour déterminer pratiquement le coefficient d’amortisse-
ment de structures a un degré de liberté. La structure considérée est maintenue
écartée de sa position d’équilibre puis lachée avec précaution (rupture d’'un cable,
lacher de masse, etc.). La mesure des déplacements maxima successifs permet d’es-
timer le coefficient d’amortissement &;. Si I'on considere deux maxima successifs, on
obtient ainsi autant d’estimation de I’amortissement que de maxima mesurés. Pour
limiter I'erraticité liée a une mesure réelle et afin d’obtenir une estimation plus glo-
balisée de 'amortissement, on peut procéder de facon similaire en considérant des

maxima plus espacés

1 q;
~ —1 . 1.1
S o ™ (6.1.19)

De cette relation, on peut estimer le nombre de cycles n nécessaires pour que ’am-
plitude de la réponse soit ramenée a un pourcentage p €]0; 1[ de la valeur mesurée
en t;

—Inp
277'51 ’

Gin =P% = N = (6.1.20)
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FI1GURE 6.1.3 — Nombre de cycles n nécessaires pour que 'amplitude de la réponse
soit ramenée a un pourcentage p de son amplitude initiale.

Cette fonction est représentée a la figure 6.1.3 pour différentes valeurs de p. Pour
p = 4%, on retrouve n = 1/2¢;, ce qui est bien compatible avec la notion de temps
de mémoire définie précédemment.

6.1.2 Vibrations forcées, charges harmoniques

Pour avancer dans notre étude de 'oscillateur simple, considérons maintenant qu’il
existe une charge extérieure appliquée, mais dont I’expression analytique simple nous
permettra de mener explicitement les développements. Plusieurs cas de chargement
simples seront étudiés. Dans cette section, nous commencons par une force sinusoidale
d’amplitude p et de pulsation @w. Nous allons donc résoudre

G+ 2w1&14 + w?q = p(t) = = sinwt. (6.1.21)

= |

6.1.2.1 Etude de trois cas limites

Avant d’étudier la solution de cette équation de facon formelle, il est intéressant de
décrire brievement les caractéristiques de la solution dans trois cas limites différents
correspondant aux cas ou seul un des termes du membre de gauche est prépondérant.

Pour commencer, supposons que w; est trés grand® et donc que les deux premiers
termes du membre de gauche de (6.1.21) soient négligeables par rapport a wiq.
L’équation du mouvement (6.1.21) se résume alors a

wiq = % sin @t (6.1.22)

3. on démontre ci-dessous qu’il s’agit de “tres grand par rapport a w “
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dont la solution est

P /
= %sinwt - Z%, (6.1.23)

c’est-a-dire la solution quasi-statique. Dans ce cas, l'oscillateur s’adapte instanta-
nément aux modifications de la sollicitation ; force et réponse dynamique évoluent
exactement en phase et I'amplitude de la réponse est essentiellement gouvernée par
la raideur de la structure.

Etudions ensuite le cas oll w; est trés petit (soit @ tres grand) et donc ou ce sont
les effets d’inertie qui sont prépondérants. Dans cette situation, la force varie tres
rapidement, c’est-a-dire sur des durées tres courtes par rapport a la période propre
de la structure étudiée. L’équation du mouvement (6.1.21) se réduit a

i=Lsinwt (6.1.24)
m
dont la solution est .
qg=— p_2 sinwt + cst + cstt. (6.1.25)
mw

Le premier terme surtout est a considérer avec intéréet. Il montre que, dans le cas
d’un chargement rapide (w >>), la raideur du systéme étudié n’influence aucunement
I’amplitude de la réponse, mais par contre que c’est la masse qui permet de limiter
Iamplitude du mouvement. Aussi, lorsque la fréquence de la sollicitation tend vers
I'infini (W — o0), Pamplitude du mouvement tend vers zéro. Ceci s’explique par le
fait que la structure étudiée n’a pas le temps de réagir aux modifications de force
qui lui sont appliquées. La structure part dans une direction alors que la force, qui
a déja changé de sens, la ramene vers la position d’équilibre. Cette explication est
également confortée par le signe ” —” dans la réponse qui indique que force et réponse
dynamique sont en opposition de phase.

Finalement, dans une gamme de fréquences intermédiaires ou W >~ wy, il se peut que
le terme d’amortissement soit prépondérant dans le membre de gauche de I’équation
du mouvement. Ceci est tout de méme relativement rare puisque &; est tres faible;
donc la gamme de fréquences dont on parle doit nécessairement étre tres étroite
et d’autant plus étroite que 'amortissement est faible. Dans la gamme de pulsation
étudiée, on peut donc écrire W = wy (1 + €), ou |e| <. Dans ce troisieme cas de figure,
I'équation du mouvement (6.1.21) se résume cette fois a

20161 = %sinwt (6.1.26)

dont la solution est

q cos wt + cst. (6.1.27)

- 2mwlw§1

En y introduisant I’expression donnée pour w, le premier terme de cette solution
s’écrit aussi .,
—coswt p

1= 2(1—1—6)51%'

(6.1.28)
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FIGURE 6.1.4 — Résultats de l'analyse de trois cas limites (comportements quasi-
statique, résonant et inertiel). Esquisses de 'amplitude du mouvement stationnaire
et de son déphasage.

Comportement a% max/ % ¢
- < 1 0
-~ 1 1/2 /2
> Y%

Quasi-statique (k)
Résonant (c)

lElg |g

|E\g

Inertiel (m)

€

TABLE 6.1 — Résultats de l'analyse de trois cas limites (comportements quasi-
statique, résonant et inertiel). Expressions de 'amplitude du mouvement stationnaire
et de son déphasage

Cette relation montre que, dans ce domaine ou la fréquence de la sollicitation est
proche de la fréquence propre, la réponse quasi-statique est amplifiée par un fac-
teur démesuré (puisque inversement proportionnel a &;). Ce facteur, qui exprime
I’amplification dynamique, indique que cette fois c¢’est 'amortissement qui gouverne
I'amplitude maximale de la réponse. L’équation (6.1.28) montre également que la
force et la réponse dynamique sont déphasées de 90°. Il s’agit du phénomene de ré-
sonance. Dans ce cas de figure, la structure qui passe par son état d’équilibre est
poussée dans son sens de marche par une force maximale qui s’estompe jusqu’a I’at-
teinte du déplacement maximal. A ce moment, en ’absence de force, l'oscillateur
repart naturellement dans ’autre sens puisqu’on est au bout de sa période propre.
Lors de son mouvement vers I'amplitude extréme opposée, la force augmente puis
diminue en poussant a nouveau la structure dans cette direction, et en prenant une
valeur maximale lors du passage par la position d’équilibre. C’est ce processus qui
permet d’augmenter I’amplitude des vibrations.

Le tableau (6.1) résume les résultats obtenus pour chacun des trois types de compor-
tement et la figure (6.1.4) esquisse la forme de la fonction représentant I'amplitude
du mouvement ainsi que le déphasage entre la force et la réponse dynamique.
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6.1.2.2 Etude formelle des vibrations sous charge harmonique

Apres cette étude des comportements limites de I’équation du mouvement, nous
pouvons entreprendre sa résolution formelle qui permettra de connecter entre elles
les différentes solutions limites étudiées. La solution d’une équation différentielle
comme (6.1.21) s’écrit

q = Gir + qst (6129)

ol ¢-(t) est la solution générale de ’équation homogene et gq(t) est une solution
particuliere de 1’équation avec second membre. La solution générale de 1’équation ho-
mogene ¢,.(t) a été largement discutée a la section précédente. Il s’agit effectivement
de la réponse libre représentée par (6.1.7)

Qi = € 1 (A coswgt + Bsinwgt) . (6.1.30)

Avant d’établir précisément une expression de ¢y, il est important de rappeler que
les constantes A et B doivent étre déterminées a partir des conditions initiales sur
q et non pas ¢;.. Donc, si I'on suppose par exemple que 'oscillateur est au repos en
t = 0, les constantes A et B seront déterminées par

q(0) =0
q(0) =0

qtr (0) + qst (O) - A + qst (0)
Gt (0) 4 gt (0) = —=&1w1 A+ wyB + ¢« (0) (6.1.31)

ou l'on constate évidemment que le choix de la solution particuliere gy peut influen-
cer la détermination de A et B (mais pas de ¢). Dans 1’étude des vibrations sous
chargement harmonique, on se concentre essentiellement sur la solution particuliere
¢st parce que la solution générale ¢, se sera évanouie apres un laps de temps corres-
pondant au temps de mémoire de la structure. Apres ce laps de temps, la structure ne
se souvient plus de ses conditions initiales, la solution générale est négligeable, et il ne
reste plus alors que la solution particuliere. C’est la raison particuliere pour laquelle
la détermination des constantes A et B présente peu d’intérét pour le moment.

En d’autres termes, la solution générale ¢;.est donc a considérer comme une solution
transitoire qui disparait apres une période de mise en régime. Lorsque la période
de mise en régime (égale au temps de mémoire) est écoulée, il ne reste plus alors
qu'une composante stationnaire, a savoir la solution particuliere ¢y. Dans la suite
des développements, nous allons nous focaliser sur cette composante stationnaire ¢
uniquement et supposer donc que la sollicitation agit depuis suffisamment longtemps
pour que la composante transitoire ait disparu.

En raison de la forme du second membre de (6.1.52), on peut essayer de chercher
une solution particuliere de I’équation du mouvement sous la forme

qst = G1sinwt + G cos wt. (6.1.32)

On peut des a présent constater une différence majeure entre les solutions libre (g;.)
et forcée (gs) puisque les composantes harmoniques de 'une sont a la pulsation wy
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alors que celles de I'autre sont a la pulsation w. Ce résultat est assez cohérent avec
I'intuition puisque cela signifie que, en I’absence de chargement, la structure vibre a sa
fréquence propre (celle dans laquelle elle bouge naturellement), alors qu’elle s’adapte
a la cadence de la sollicitation lorsqu’elle est chargée par une force harmonique.

Les constantes G et Gy sont déterminées en introduisant (6.1.32) dans (6.1.21)

— (G@Z sin @t + Gow? cos wt) + (2w1&1 G coswt — Gy sinwit)

sin wt.

S |

+w? (G sinwt + Gy coswt) =

Etant donné que cette équation doit étre satisfaite en chaque instant ¢, les coefficients
de coswt et sinwt doivent nécessairement s’annuler, ce qui fournit les deux relations
permettant de déterminer G et G
(wf — 52) Gl — 2wlw§1G2 =
2wlw§1G1 + (W% — 52) G2 =

< 3

(6.1.33)

L’élimination de GG; et (G5 entre ces deux dernieres équations donne
N2
1-(2)
2\ 2 N2
w w
(1 -(2) ) +(26:5)

P —20
k N2\ 2 N2
(1-&)) +(az)
qui, apres introduction dans (6.1.32) donne
_\2 _
(1 — <wil> ) sin wt — 251&;% cos wt
2\ 2 N2
(1))« (az)

Afin de faire apparaitre 'amplitude de la réponse dynamique r, il est intéressant de
réécrire cette solution particuliere sous la forme

G1:

el eS|

(6.1.34)

(6.1.35)

st =

S

st = rsin (Wt — @) . (6.1.36)

En développant le sin dans cette relation*, puis en égalant les coefficients de sinwt

4. g5t = rsin (Wt — ¢) = rcospsinwt — rsinpcoswt, donc Gy = rcosd ; Gy = —rsing et

ainsi r = \/G% + G3 et tan¢ = —G1/Go.
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et coswt a ceux de (6.1.35), on trouve

. p/k
2
(- () oz
¢ = arctan g (6.1.37)

Cette formulation est intéressante car elle montre que 'amplitude de la réponse
dynamique d’un systeme soumis a une charge sinusoidale s’exprime par le produit
de la réponse quasi-statique % par un autre facteur qui ne dépend que du coefficient
d’amortissement et du rapport w% entre la fréquence de la sollicitation et la fréquence
propre du systeme étudié.

w1

\2\? N2
Une autre fagon de voir les choses est de comprendre kz\/ (1 — <i> ) + (2{1 w%)

comme une “raideur dynamique”, qui permet d’estimer ’amplitude du mouvement
oscillatoire sous une excitation d’amplitude p donnée.

6.1.2.3 Approche du probleme par une analyse complexe

Bien que I'introduction de nombres et fonctions complexes ne permette pas toujours
de donner une signification physique simple aux équations concernées, cela permet
par contre souvent de simplifier les développements mathématiques. En I'occurrence,
une alternative aux développements de la section précédente consiste a considérer
plutot ce probleme

. ) P
Q42w 6 Q+wiQ = Eewt. (6.1.38)

ou la force appliquée reste harmonique mais est maintenant complexe. On peut écrire
le nombre complexe P sous la forme P = |P|e*? si bien que le second membre de
(6.1.38) s’écrive

ge“"t = % [cos (Wt + @) + sin (Wt + )] = [ + 1f; (6.1.39)
avec
fr = Ll cos (Wt + ¢)
m
_ Pl
fi = ——sin (@t + ). (6.1.40)

Dans ce cas, la solution Q de (6.1.38) est une fonction complexe Q = ¢, + tg; dont
chacune des parties satisfait les deux équations réelles

(.].7" + 2w1£1dr + w%‘]r = fr
Gi + 2wi&1gi + wies = fi. (6.1.41)

84



Ceci montre que cette approche dans le domaine complexe permet d’étudier dans un
unique développement la réponse sous deux charges différentes, a savoir la réponse
sous charges cosinusoidale f, et sinusoidale f; dans ce cas. La limitation de I’analyse
complexe réside en la faculté d’interpréter facilement des grandeurs mises en jeu. Par
exemple, sur base de I'observation de (6.1.38), il est difficile d’attribuer une significa-
tion précise a la force complexe P. Il ne s’agit que d’un artefact mathématique dont
I'objectif est de produire les deux équations (6.1.41) qui, elles, ont une signification
bien précise.

En menant un raisonnement similaire a celui de la section précédente, nous cherchons
une solution particuliere de (6.1.38) qui s’écrit sous la forme

Qs = G e, (6.1.42)
évidemment semblable a (6.1.32). L’introduction de (6.1.42) dans (6.1.38) donne

— WG ™ + 21w G e + wiG e = Ee@t, (6.1.43)
m

dont la solution est simplement

P

G = n =PH (@), (6.1.44)

—W? + 2w W + w?

ou
1

1
k1-% 42,24
1

(6.1.45)

est la définition précise de la fonction de transfert.

Cette fonction est représentée a la figure (6.1.5). On peut y retrouver les trois zones
différentes correspondant aux trois cas limites étudiés en préliminaire. La fonction de
transfert ne dépend que des caractéristiques de la structure (pulsation propre, taux
d’amortissement) et est donc une caractéristique intrinseque de la structure étudiée,
modélisée par un oscillateur simple linéaire. Puisqu’il s’agit d’une caractéristique
intrinseque de la structure, son domaine d’applicabilité doit nécessairement dépasser
celui d'un chargement harmonique. En effet, nous verrons dans la suite comment
établir, a partir de la fonction de transfert, la réponse d’une structure soumise a une
charge quelconque.

En se limitant a un chargement harmonique, il faut cependant seulement retenir a
ce stade qu’a un chargement harmonique Pe*®* correspond une réponse harmonique
Qs = P He™ qui oscille & la méme pulsation @ dont amplitude est donnée par
|PH| et déphasée d’'un angle qui correspond a la phase de PH.

6.1.2.4 Etude transitoire de la mise en résonance

La principale particularité de la fonction de transfert reste indéniablement le pic de
résonance au voisinage de la fréquence propre. Pour cloturer I’étude des vibrations
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FIGURE 6.1.5 — Amplitude et déphasage de la réponse d’une structure soumise a une
charge harmonique.
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forcées harmoniques, nous allons étudier plus précisément ce phénomene. Lorsque
W = wy, la réponse dynamique complete s’exprime

) D cOos Wi
q = e " (Acoswgt + Bsinwgt) — p
k26

ou l’on retrouve les contributions transitoire et stationnaire. Les constantes A et B
sont déterminées a partir des conditions initiales, a savoir une structure au repos de
sorte a obtenir

= 2 gt t &y t] — t| . 1.4
q 2% K [e (coswd —1—\/1_75%8111@1) COS Wy (6.1.47)

Si 'on considere a nouveau que l'amortissement structurel & est faible, on peut
également écrire

(6.1.46)

g=—= [e"fl““té’l sinw;t — (1 — e‘glwlt) cos wlt] (6.1.48)

261 k
c’est-a-dire une combinaison de deux fonctions harmoniques, sinwqt et coswit, mo-
dulées par des fonctions trés petites toutes les deux® lorsque ¢t < ——. Par contre,

§1w1
au fur et & mesure de la mise en régime (¢t ~ éiul)’ le terme en sinw;? s’amenuise

lentement et il ne reste alors finalement que la contribution stationnaire de la réponse
—~1p

lim ¢ = —= cosw;t 6.1.49

i U7 06k ! ( )
qui est bien en accord avec la valeur fournie par la fonction de transfert. La mise en
régime vers cet état stationnaire est gouvernée par la méme exponentielle décroissante
que celle rencontrée lors de 'étude des vibrations libres. Ceci signifie donc que la
durée de mise en régime ne differe en réalité aucunement du temps de mémoire du
systéme. A la limite, pour un amortissement nul, (6.1.48) devient

1
q= 5% (sinwyt — wit coswit). (6.1.50)

qui est I’équation d’un mouvement oscillatoire non bornée entre deux droites.

6.1.3 Vibrations forcées, charges impulsionnelles

Un second type de chargement particulier qui permettra d’étudier la réponse d’un
systeme soumis a une charge quelconque est celui correspondant a une impulsion.
Une impulsion est définie par

At
I:/ pdt (6.1.51)
0

sur un domaine d’intégration tres court par rapport a la période propre de la structure
étudiée. Une impulsion présente donc les unités d'une force fois une durée.

5. puisque &1 ~ 0 (pour le coefficient du sin) et e=$1%1* ~ 1 (pour le coefficient du cos).
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FIGURE 6.1.6 — Mise en résonance d’'une structure (a) non-amortie et (b) faiblement
amortie.

6.1.3.1 Impulsion de durée finie

Admettons qu’en l'instant ¢ = 0, 'oscillateur simple partant du repos soit sollicité
par une force constante pg pendant un intervalle de temps At puis soit libre de toute
charge, de fagon a produire une impulsion I = pyAt d’intensité I. L’équation du
mouvement s’écrit donc

bo
. ) B opour 0<t< At
G+ 2wi1€1¢ + wig :{ :

(6.1.52)
0 pour At <t

Cette équation différentielle est résolue en considérant successivement les deux do-
maines. Pour le premier, la solution se compose de la solution générale de ’équation
homogene plus une solution particuliere, assez simple a trouver dans ce cas,

q = e (Acoswgt + Bsinwgt) + % (6.1.53)

ou les constantes d’intégration sont a déterminer a partir des conditions initiales,
q(0) =0et ¢(0) =0, de sorte que, pour 0 < ¢t < At,

Po

= 1 — e 91 | coswgt + & sin wgt (6.1.54)
o (e g

Nous considérerons dans la suite que la durée de I'impulsion est au plus du méme

ordre de grandeur que la période propre de la structure étudiée, %t < 1. On peut

donc estimer que wit < 27 pendant la durée d’application de la force. Etant donné
que le coefficient d’amortissement &; est tres petit, 'argument de I'exponentielle est
tres petit et peut étre négligé. Ceci nous amene a écrire

q = % (1 —coswit) ; ¢= %ah sinwit (6.1.55)
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qui est obtenu en remplagant & par 0 dans (6.1.54). Ceci traduit le fait que les forces
de viscosité mettent un certain temps avant de se développer et n’influencent que
tres faiblement la réponse d’une structure soumise a une impulsion (pendant la phase
ou la force est appliquée).

L’expression de la réponse dynamique donnée par (6.1.55) montre que la position de
loscillateur oscille entre 0 et 252, avec une pulsation égale a sa pulsation propre. On
ne peut pas vraiment parler d’oscillations car elles n’ont probablement pas le temps
de s’établir. En effet, le premier maximum relatif est obtenu lorsque coswt = —1,
c’est-a-dire lorsque ¢t = m/w; = T1/2. Donc, étant donné que (6.1.55) n’est valable
que pour 0 <t < At, si la durée de I'impulsion est plus courte que la demi-période
propre de l'oscillateur, At < T} /2, le premier maximum relatif se produira apres que
la force soit appliquée. Si par contre At > T/2, la durée d’application de la force
est suffisamment longue pour qu’'un premier maximum relatif apparaisse durant la
premiere phase. Il y aura naturellement d’autant plus de maxima relatifs dans cette
premiere phase que la durée d’application de la force At est grande. Cependant,
étant donné que nous limitons ’étude a %’5 < 1, on ne doit pas s’attendre a plus de
quelques maxima uniquement.

La position ga; et la vitesse ga; a la fin de 'impulsion sont obtenues en remplacant ¢
par At dans (6.1.54). Ces valeurs servent de condition initiale pour I’établissement de
la réponse dans la seconde phase. Cette seconde phase est une réponse libre puisque la
charge appliquée est nulle. On obtient son expression a partir de (6.1.7) en modifiant
légerement ’expression pour tenir compte de l'origine temporelle différente, de sorte
que, pour At < t,

g = e Grer(t=A) (th cos [wa (t — At)] + Ia 818t ooy At)]) . (6.1.56)
Wq

Etant donné que nous nous intéressons a la valeur du plus grand déplacement que
nous savons étre obtenu lors du premier cycle de la réponse libre, il est de nouveau
licite d’étudier un systeme non amorti et simplifier (6.1.56) en

q = qag cos [wy (t — At)] + % sin [wy (& — At)], (6.1.57)
1

qui représente un mouvement harmonique d’amplitude

. 2
Qmax = QQAt + (qw—Alt> = %\/(1 — COS wlAt)Q + sin? wit
At
= D0 a1~ coswnAt) = 2P sin T2 (6.1.58)
k k Ty

En résumé, selon la durée de I'impulsion, on peut distinguer deux cas :

— si At < T1/2, le déplacement maximum se produit dans la seconde phase et
son amplitude est donnée par (6.1.58),
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FIGURE 6.1.7 — Spectre de choc. Rapport entre la réponse dynamique maximale et
la réponse quasi-statique pour différentes formes et durée d’impulsions.

— si At > T7/2, le déplacement maximum se produit dans la premiere phase et
vaut 252,

La figure 6.1.7 est appelée spectre de choc. Elle représente le déplacement maximum
de l'oscillateur en fonction de la durée de I'impulsion considérée %. On y retrouve
le résultat d’'une impulsion rectangulaire pour laquelle les développements viennent
d’étre réalisés, ainsi que les résultats obtenus pour d’autres formes d’impulsion. Il
est possible de démontrer que 'impulsion rectangulaire engendre 1’amplification dy-
namique maximale, a savoir des déplacements doublés par rapport a ce qui serait
obtenu par une analyse statique. Par simplicité, cette valeur maximale est souvent
retenue pour le dimensionnement simple d’une structure soumise a un impact.

En pratique, les durées des impacts rencontrés dans le domaine du génie civil (explo-
sion, accident, ...) sont généralement d’un ou plusieurs ordres de grandeur inférieurs
a la période propre. C’est donc essentiellement dans une zone proche de l'origine du
spectre de choc que l'on travaille habituellement. Manifestement, les courbes rela-
tives a chaque type d’impulsion démarrent avec des pentes sensiblement différentes.
On pourrait donc se dire que la forme de I'impulsion considérée prend alors toute son
importance. Ce n’est pas le cas. En effet, lorsque I'impact est de tres courte durée,
c’est 'impulsion donnée, comme définie par (6.1.51), qui gouverne la réponse, et non
pas la valeur maximale de la force.

On peut illustrer ceci a 'aide des développements précédents relatifs a une impulsion
rectangulaire. Supposons que At < T7/2, dans quel cas 'amplitude maximale de la
réponse est donnée par (6.1.58). Si l'on fait tendre At vers 0, 'amplitude maximale
de la réponse tend vers 0, ce qui est logique puisqu’une force finie appliquée pendant
un intervalle de temps nul ne peut produire aucun déplacement. Par contre, si 'on

6. on peut facilement se convaincre qu'une force deux fois plus grande appliquée brutalement
pendant une durée deux fois plus courte produira le méme effet
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conserve I'impulsion constante durant ce passage a la limite, on écrit alors

At [sin2t 19 I
im  2%sin T8 = no_ T (6.1.59)

At —= 0 k Tl A%IEO E At _E?l_\/km
pOAt:I

Dans cette relation, la force maximale appliquée py n’apparait plus” et I’'on constate
que, pour les impacts tres brefs, la réponse maximale est gouvernée par I'impulsion
I et, conformément a l'intuition, est inversement proportionnelle a la raideur et la
masse de la structure.

On peut donc maintenant expliquer les pentes différentes du spectre de choc dans
le voisinage de I'origine. Elles sont simplement dues a des valeurs d’impulsions diffé-
rentes pour les différentes formes d’impact, lorsque py et At sont communs.

6.1.3.2 Impulsion parfaite

Ces développements préliminaires ont montré la nécessité de considérer des impacts
tres courts, indépendamment de leur forme. Nous allons maintenant considérer ce
type de chargement de fagon plus formelle et donc admettre qu’en l'instant ¢t = 0,
I'oscillateur simple partant du repos est sollicité par une impulsion d’intensité I.
L’équation du mouvement s’écrit donc

I
G+ 2wi&14 + wiq = —d (t). (6.1.60)

L’intégration sur un intervalle de temps infiniment court de cette équation donne

At At I

. . . 2 o . +
Jim, i (G4 2wi&id + wiq) dt = Jim 0 —0 () dt. (6.1.61)

Au membre de gauche, les opérateurs mathématiques peuvent étre inversés puisque
toutes les limites existent. Il suffit donc de considérer chacune des trois limites sépa-
rément. D’abord,

At
lim jdt = lim [§(At) —¢(0)] = ¢ (0" 6.1.62
[ qdt =l [3(A8) =4 (0) q(07) (6.1.62)
puisque ¢ (0) = 0. Il est important de réaliser que 1'on calcule une limite pour un
intervalle infinitésiment court, mais non vide, c’est-a-dire pour At tendant vers 0
et non pas 0. La limite du second terme donne

At
lim 2wi&1Gdt = 2w &y lim g (At) —¢q(0)] =0 (6.1.63)
At—0t

At—0+ 0

7. elle devient a la limite infiniment grande
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puisque la fonction g doit nécessairement étre continue (¢ (0%) = ¢ (0) = 0). Pour une
raison similaire la limite du troisieme terme est également nulle. Quant au membre de
droite de (6.1.61), il se réduit a I /m par propriété de la fonction de Dirac. Finalement,
(6.1.61) s’écrit
1

1 (0%) = —. 6.1.64

q(07) = — ( )
Apres l'instant ¢ = 0%, Doscillateur n’est plus soumis a aucune force. La réponse de
I'oscillateur sous charge impulsionnelle correspond donc a un mouvement libre dont
les conditions initiales sont

q(0)=0; ¢(0) =% (6.1.65)

et pour lequel la réponse s’écrit

0 pour t <0
quh(t):{L

mwgq

(6.1.66)

e~Switginwyt  pour t > 0.

On peut vérifier que le déplacement maximum fourni par cette approche plus formelle
correspond bien a ce qui est donné par (6.1.59). Cette étape intermédiaire dans
le calcul de la réponse d'un oscillateur a un degré de liberté permet d’introduire
la réponse impulsionnelle unitaire h(t), une importante caractéristique intrinseque
de la structure puisqu’elle ne dépend que de ses caractéristiques propres (masse,
amortissement, pulsation).

6.1.4 Vibrations forcées, charges quelconques

Les développements des sections 6.1.2 et 6.1.3 ont permis d’introduire deux notions
fondamentales dans la représentation du comportement dynamique d’une structure :
la fonction de transfert (6.1.45) et la réponse impulsionnelle (6.1.66). Ces deux fonc-
tions ont été établies en considérant deux types de chargement particuliers, har-
monique et impulsionnel respectivement, sur lesquels se fondent les développements
relatifs a un chargement quelconque.

En décomposant une charge quelconque en une somme de fonctions harmoniques ou
impulsionnelles, nous pouvons obtenir deux méthodes différentes pour appréhender
la réponse d’'une structure dans ce cas le plus général. Quoique différentes, ces deux
méthodes fournissent rigoureusement le méme unique résultat. L'une, basée sur une
décomposition fréquentielle en harmoniques, opere dans le domaine fréquentiel, alors
que l'autre, basée sur une décomposition en impulsions successives, opere dans le
domaine temporel. En développant ci-apres chacune des deux méthodes, nous allons
mettre en évidence la dualité qu’il existe entre les domaines temporel et fréquentiel
et montrer 1’étroite relation entre la fonction de transfert et la fonction de réponse
impulsionnelle.
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6.1.4.1 Approche temporelle

Connaissant la réponse de l'oscillateur soumis a une charge impulsionnelle, il suffit
de considérer que leffort appliqué p est une suite d’impulsions I (1) = p(7)dr ap-
pliquées successivement. Donc la réponse sous une charge quelconque s’obtient par
superposition des réponses a chacune de ces impulsions.

La contribution a la réponse de l'oscillateur a l'instant ¢ provenant de l'impulsion
élémentaire appliquée a l'instant 7 est donnée par

dq (t) = p(7) h(t — 7)dr (6.1.67)

si bien que la réponse calculée comme une somme de ces contributions élémentaires
s’exprime sous la forme d’une intégrale de convolution

G(t) = Azmﬂha—rmT

1 t
= / p(r)e s sinw, (t — 7)dr (6.1.68)

Il s’agit de I'intégrale de Duhamel. Elle exprime analytiquement la solution de I'équa-
tion du mouvement. Les limites de validité de cette méthode sont le domaine élastique
linéaire puisqu’elle est basée sur le principe de superposition.

Pour simplifier 'utilisation de (6.1.68), on écrit

1

q(t) = — (pe () sinwgt — ps (t) coswgt) (6.1.69)

ol
t
pe(t) = / p (1) eS8 cos wyrdr
0

t
ps(t) = /p(T)e_fl““(t_T)sinwdeT. (6.1.70)
0

Les fonctions p,. (t)et ps (t) peuvent étre calculées en fonction de la force p appliquée
sur la structure. Pour des formes analytiques simples de p, ces intégrales peuvent étre
calculées explicitement. Le tableau des intégrales de Duhamel ® reprend une liste de
quelques-unes de ces fonctions simples ainsi que les résultats de ces intégrales. Par
contre, lorsque la force appliquée p prend une forme analytique trop compliquée,
I'intégration ne peut étre pratiquée que numériquement. Une implémentation simple
consiste a évaluer la réponse ¢ en des instants discrets ¢t,, = n A7, avec n € N, ou At
est un (petit) pas de temps choisi. L’équivalent numérique de (6.1.69) est

1

tn,) = e (tn) sl tn — ps (tn ty 6.1.71
Q) = (pe (tn) sin it — s (1) cosuts) (6.1.71)

8. cf table de Duhamel distribuée au T.P. 1. Attention, les fonctions reprises dans ce tableau
concernent les structures non amorties!
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oll, par la regle du rectangle,

n—1
pe(tn) = AT Z p (1AT) e~ E1w1(n=)AT (g (waiAT)
=0
n—1
ps(tn) = AT Zp (iAT) e S (AT gin (wgiAT) . (6.1.72)

1=0

Pour que cette solution numérique de I’équation du mouvement fournisse un résultat
précis, il convient de choisir le pas de temps A7 de facon a représenter correctement le
comportement vibratoire de la structure. En regle de bonne pratique, un valeur limite
de l'ordre du dixieme de la période propre ne devrait pas étre dépassé, AT < %.
Aussi, il faut que le pas de temps choisi permette de représenter précisément les
variations temporelles de la force appliquée. Ceci est a discuter au cas par cas en

fonction de la particularité du chargement.

Cette premiere méthode d’intégration numérique de I’équation du mouvement n’est
en réalité pas tres efficace. Comme principal désavantage, on peut lui reprocher d’étre
excessivement consommatrice en temps de calcul lorsque n devient grand. Pour s’en
convaincre, il suffit de remarquer que les sommations courent sur ¢ entre 0 et n—1 dans
(6.1.72). Il ne faut donc appliquer cette méthode que lorsque le temps de simulation
est court, et surtout que lorsque les hypotheses du principe de superposition sont
satisfaites. Au chapitre 5, nous verrons des méthodes d’intégration numérique de
I’équation du mouvement qui ont de bien meilleures performances.

En conclusion, cette méthode de résolution basée sur I'intégrale de convolution de
Duhamel doit étre appliquée lorsque la forme analytique de p est simple (voir alors
Table de Duhamel), ou éventuellement numériquement lorsque la période de la si-
mulation est relativement courte (ou que I'on ne veut pas s’investir davantage dans
les méthodes numériques du chapitre 5).

6.1.4.2 Approche fréquentielle

Une autre fagon d’aborder I’étude d'une charge quelconque est de la décomposer a
I’aide de 'autre chargement élémentaire considéré, a savoir une force harmonique.
Dans un premier temps, nous allons restreindre 1’étude a celle de sollicitations pério-
diques de période Ty (comme celle de la Fig. 6.1.8), c’est-a-dire telles que

To To}

p(t+nTy) =p(t), VneNtfixédans {—?,4— 5 (6.1.73)

Ensuite, nous étudierons une sollicitation quelconque, comme cas limite de cette
solution périodique, en faisant tendre la période Ty vers l'infini. Nous introduirons
alors la transformée de Fourier comme cas limite de la décomposition en série de
Fourier.
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FIGURE 6.1.8 — Exemple de sollicitation périodique (similaire a la sollicitation d’un
joggeur sur le sol).

Décomposition en série de Fourier La décomposition en série de Fourier permet
d’écrire une fonction périodique p sur [—%, +%] comme une somme de fonctions
harmoniques

p=ap+ Z a, cos (nQot) + Z by, sin (nf2ot) (6.1.74)
n=1 n=1

ou y = 2T—’g Les coefficients a,, et b,, sont donnés par

1 +10/2
apg = == p(t)dt
TO —To/2
9 +Tov/2
U = & p (t) cos (nfot) dt
0J-1y/2
2 +10/2
b, = — p(t) sin (not) dt (6.1.75)
To J-1,)2

La fonction de la Fig. 6.1.8 est périodique sur [—%, +%] et s’exprime par

0 pour — Lo 0
p(t) = { ot 2 (6.1.76)

<t<
posinTO pourogtg%l
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FIGURE 6.1.9 — Décomposition en série de Fourier de la sollicitation de la Fig. 6.1.8.
Les coefficients de la décomposition sont donnés par (6.1.77)-(6.1.79).
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. ’ o . s . 7 . C
Les coefficients de la décomposition en série de Fourier s’écrivent ”

1 +To/2 Ot
ag = T Po sin %dt = % (6.1.77)
0
9 [FT0/2 ort  2mnt 0 impai
ap, = — Po sin 2T cos T gt — ) pout T 1mpalr (6.1.78)
Ty Jo Ty 1o B~ pour n pair
9 [TTo/2 o2t . 2mnt B pourn=1
b, = — sin —— sin dt =< 2 6.1.79
To Jo po To To 0 pourn>1 ( )
Les quelques premieres valeurs valent
ap="2; a1 =0; ay="22 a3=0; a4= 32
b= =0 by=0; by=0 (6.1.80)

La figure 6.1.9 représente les coefficients a,, et b, de la décomposition. Elle illustre
également les composantes harmoniques élémentaires (non nulles uniquement, et
y incluant aussi la composante moyenne). Les graphiques de la colonne de droite
représentent la somme des quelques premieres harmoniques obtenue en conservant
un nombre de plus en plus important de termes. Elle illustre la convergence rapide
de la décomposition en série de Fourier pour I’exemple considéré.[]

Avec la décomposition (6.1.74), I’équation du mouvement s’écrit
G+ 2wi€1q + wiq = %o f: I cos (nQpt) + f: bn sin (nQt) (6.1.81)
m n=1 m n=1 m

ol la décomposition de la force en une somme de fonctions simples apparait mainte-
nant précisément. En invoquant le principe de superposition, la réponse de la struc-
ture est obtenue en calculant la réponse de la structure pour chacune des ces fonctions
séparément et en additionnant a posteriori ces composantes de la réponse de fagon
a obtenir la réponse totale ¢. A la section (6.1.2), nous avons vu que les développe-
ments analytiques dans un espace complexe étaient plus compacts que de considérer
les chargements sinusoidal et cosinusoidal séparément.

Nous allons donc abandonner 1'idée d’utiliser la forme réelle de la décomposition en
série de Fourier et lui préférer plutot son équivalent complexe

+oo
pt)= Y Ppem™ (6.1.82)
n=—oo
9.
+1o/2 ont  2mnt % pour n =1
sin - sin — = Ty sinnz
0 0 0 e pourn# 1
/+TO/2 . 2wt 2mnt 0 pour n =1
sin — cos =
o To To %Hﬁ’% pour n # 1
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ol les coefficients complexes P,, sont obtenus par '

1 +T0/2

P, = = p(t) e ™ iqt, (6.1.83)
To J-1y)2

La relation (6.1.82) est également applicable pour décomposer une fonction complexe
en ses harmoniques. Etant donné que le chargement p (t) que nous considérons est
réel, on peut ajouter une restriction sur les coefficients P,,. En effet, si la fonction p ()

est réelle, elle doit nécessairement étre égale a son complexe conjugué, p (t) = p(t),
et donc

+00 +oo iy
Z Pnemﬂot — Z ﬁG_LnQOt — Z 73__716”190757 (6184)

ce qui indique que P,doit etre égal a P_, pour que le résultat de la sommation
(6.1.89) soit réel.

Les coefficients de la décomposition en série de Fourier complexe de la fonction de
la Fig. 6.1.8 s’expriment par
P, = ——m 6.1.85
27 1 —n? ( )
dont la formulation analytique est, comme attendu, bien plus simple que (6.1.77)-
(6.1.79). Les quelques premieres valeurs (autour de n = 0) valent

_ _ b
P2 = 37
L
P o= 2
P = 2
T
L
Po= -t
Do
Py, = ——
2 3
Ps = 0
Po
N 6.1.86
P 157 ( )

ce qui illustre bien que I'information pour n < 0 est redondante avec celle pour n > 0
quand la sollicitation est réelle (ce qui est toujours le cas, évidemment). Aussi, on
peut voir que les coefficients de la décomposition complexe prennent des valeurs que
I’'on peut facilement relier aux valeurs des coefficients de la décomposition réelle.[]

Maintenant, chacune des composantes harmoniques de la sollicitation est considérée
séparément et la réponse de la structure est calculée pour chacune d’elle. De facon

10. on obtient cette expression des coefficients en multipliant les deux membres de (6.1.82) par
—%¢ puis en intégrant sur [—20, 4201, Etant donné que fj%}“/; PTG gm0t g — T 6 (n —n),
de tous les termes de la sommation dans (6.1.82), il ne reste que celui pour lequel n prend la valeur
particuliere 7. Ceci permet d’estimer Py, rebaptisé P,,.

(&
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FI1GURE 6.1.10 — L’analyse d'une structure soumise a un chargement quelconque est
menée en décomposant la sollicitation en plusieurs harmoniques pour lesquelles la
réponse est calculée indépendamment des autres. La solution totale est alors obtenue
en sommant les composantes élémentaires de la réponse.

générique, la réponse dynamique sous la charge P,, e

est obtenue en remplacant P
par P, et w par 2;—0” dans (6.1.44), de sorte que chacune des contributions élémentaires

de la réponse s’écrive

Qn = 7)n,}—l (nQO) =

: 1
Pu (6.1.87)
ko1

2 .
— 3+ 2
1

Evidemment cette composante élémentaire de la réponse est complexe, mais lorsqu’on
recombine ensemble toutes les réponses élémentaires, de sorte a obtenir la réponse
dynamique

—+00
g(t)= > Quem™ (6.1.88)

on obtient nécessairement un résultat réel (évident puisque la sollicitation est réelle
et la structure étudiée est bien physiquement réelle aussi). Ceci peut étre démontré
facilement en constatant que Q_,, = Q,,.
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La figure 6.1.10 représente le principe de résolution harmonique par harmonique.
Indépendamment ['un de l'autre, chacune des harmoniques de la sollicitation (dont
les parties réelle et imaginaire sont représentée en haut de la figure) sont multipliées
par H (n€)), la fonction de transfert estimée a la pulsation n€)y. Ceci permet d’ob-
tenir chacune des composantes harmoniques de la réponse. Leurs parties réelles et
imaginaires sont représentées en bas. La réponse totale est finalement obtenue en
sommant toutes ces réponses élémentaires.

Dans cet exemple, on voit que la pulsation propre de la structure analysée est de
lordre de 2.2€),. C’est la raison pour laquelle la seconde harmonique est fortement
amplifiée par rapport aux autres. De facon plus générale, il est délicat de conclure
trop rapidement a la convergence de la série de Fourier décrivant la sollicitation
(cf. Fig. 6.1.9). Cette série ne peut étre tronquée qu’en prenant en considération les
caractéristiques propres de la structure étudiée. Dans tous les cas, les harmoniques
au voisinage de la fréquence propre, méme si elles sont de faibles amplitudes, doivent
étre incluses dans la représentation de la sollicitation. [J

Transformée de Fourier Lorsque la charge considérée n’est pas périodique, la
décomposition en série de Fourier (6.1.89) n’est plus valable. Par contre les déve-
loppements précédents peuvent rester d’une utilité certaine si I'on considere qu’une
sollicitation quelconque peut étre vue comme une sollicitation périodique, dont la
période Tj tendrait vers I'infini

—+00
p(H) = lim D P! (6.1.89)

Etant donné que Ty et €y sont reliés par Tpfly = 27, le passage a la limite pour
T, tendant vers 'infini s’accompagne d’'une décroissance de )y vers 0. La résolution
fréquentielle caractérisée par la différence de fréquence AQ = (n + 1) Qp —nQy =
entre deux harmoniques successives est précisément représentée par €1y. Ce passage
a la limite signifie donc également que le résultat de la décomposition devient une
fonction continue de la fréquence (cf. Fig. 6.1.11).

On peut s’attendre a ce que la limite de la sommation (6.1.89) fournisse une intégrale.
Pour I’écrire, il est nécessaire d’introduire trivialement une petite quantité dans cette
relation, en I'occurrence AS)

+oo
AQ
p(t) = lim Pt = (6.1.90)
To—00 e — oo QO

On peut également noter €, = n{)y qui représente la fréquence (discrete sous cette
forme, mais qui tend vers le continuum de fréquence avec le passage a la limite), de
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FIGURE 6.1.11 — La transformée de Fourier peut étre vue comme la limite de la
décomposition en série de Fourier pour une période infinie. Ce passage a la limite
s’accompagne d’une diminution de la résolution fréquentielle A2, ce qui indique que
la transformée de Fourier d’un signal temporel doit fournir une fonction continue de
la fréquence.

sorte a obtenir
+oc0

. 1 1t
p(t) = lim o n;m ToPue' ™ AQ. (6.1.91)

Cette relation montre qu'il est nécessaire d’introduire P (£2,,) = TyP,, pour pouvoir
réaliser le passage a la limite

: 1 o Qnt
p(t) = lim - E_ P () e AQ, (6.1.92)
et finalement obtenir
1 oo
p(t)=5- P (Q) e“HdQ (6.1.93)

ou P () est la transformée de Fourier de p (t). Cette décomposition fréquentielle
de p(t) est I'équivalent continu de la décomposition en série de Fourier (6.1.74). La
transformée de Fourier P (€2) est obtenue explicitement & partir de (6.1.83)

+To/2
P(Q) = lim P(Q,) = lim TyP, = lim p(t) e it (6.1.94)
To—o0 To—00 To—o0 ) _13 /2
c’est-a-dire
+o00o
P(Q) = / p (1) et (6.1.95)



Les relations (6.1.93) et (6.1.95) montrent que les fonctions p (t) et P (2) forment
une paire de Fourier.

La notion de transformée de Fourier est tout a fait générale et peut également étre
considérée aussi bien pour la sollicitation appliquée p que pour la réponse dynamique
q. Les deux relations qui relient la réponse dynamique et sa transformée de Fourier
sont

q(t) = % +OO Q (Q) e“*dQ) (6.1.96)
Q(0) = / +Ooq(t) e . (6.1.97)

Dans ce cas limite, ’analyse dynamique peut étre réalisée de la méme maniere que
précédemment. Il suffit de considérer une bande de fréquence infinitésimale df =
dQ)/27, ainsi que le chargement qui y correspond P (Q)e**d2/2w. La réponse a
ce chargement élémentaire s’obtient par multiplication par la fonction de transfert
H(Q) P (Q) e*%dQ) /27, et finalement, la réponse complete s’obtient en intégrant sur
I’ensemble des bandes de fréquences, de sorte que

/ H(Q) P () e . (6.1.98)

—00

1
o

q(t)

La comparaison avec (6.1.96) montre que
Q) =H(EQ)P((Q), (6.1.99)

ce qui nous mene a la propriété fondamentale que la transformée de Fourier de la
réponse Q (£2) s’obtient en multipliant celle de la sollicitation P (£2) par la fonction
de transfert H (Q2).

Une facon plus simple d’arriver a cette proposition consiste a considérer I’équation
du mouvement et & multiplier les deux membres de I’équation par =¥ puis intégrer
entre —oo et +00 :

+00 oo

En intégrant successivement par parties, on peut montrer que

—+oco —+o00

/ e Mt = — (=) / ge " Mdt = 109 (Q)
+00 +o0
/ G Mdt = — (—i0)? / e dt = —02Q(Q),  (6.1.101)
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de sorte que (6.1.100) s’écrive aussi
— Q29 () + 21 &2Q (Q) +wiQ (Q) =P (). (6.1.102)

Cette relation est strictement identique a (6.1.99), puisque la fonction de transfert a
été définie par H (Q) = —Q0? + Q2+ Q (Q).

6.1.5 Exercices
This is an example of an exercise.

Exercise 6.1 This is a good place to ask a question to test learning progress or
further cement ideas into students’ minds.

6.2 Systemes a plusieurs degré de liberté

6.2.1 Généralités

Meéme si dans une certaine partie des cas, les structures du génie civil se comportent
comme des systemes a un degré de liberté et peuvent donc étre modélisées comme
telles, il est parfois nécessaire d’invoquer I'existence d’une combinaison de mouvement
dans des formes bien distinctes pour pouvoir expliquer ce qui est réellement observé.

On est généralement familier avec la méthode des déplacements (ou des rotations)
pour laquelle la déformée d’une structure est représentée a l’aide de plusieurs dé-
placements et rotations, a différents endroits de la structure. Clairement, dans ce
contexte, la déformée de la structure est modélisée a ’aide de plusieurs degrés de
liberté et les formes bien distinctes dont on parle sont alors les déformées associées
a chaque déplacement unitaire, tous les autres restant bloqués.

Cette méthode est une des multiples fagons de représenter les déformations et I’état
de contraintes dans une structure, a I'aide d’un ensemble discret (cad fini) de co-
ordonnées (les déplacements et rotations aux noeuds dans ce cas). En réalité, une
structure est physiquement continue. C’est une succession de sections droites infi-
niment proches les unes des autres. Sa modélisation rigoureuse nécessiterait donc
un nombre infini de variables et rendrait donc son traitement numérique impossible.
C’est la simple raison pour laquelle une structure continue, quoique possédant une
infinité de degrés de liberté, est modélisé a ’'aide d’'une méthode comme la méthode
des déplacements.

A coté des structures continues, on peut également constater 'existence de systemes
(le plus souvent mécaniques) constitués d’un ensemble de corps distincts interagissant
entre eux a l’aide de connections localisées, cf. Fig. 6.2.1. Quoique ce genre de systeme
présente un intérét tres limité dans les applications du génie civil, il se trouve que le
format des équations permettant de modéliser le comportement de tels assemblages
soit tres proche de celui régissant 1’équilibre dynamique des structures du génie civil.
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FIGURE 6.2.1 — Exemple de structure a M-DDL physiquement séparés.

On décrit donc, dans les deux paragraphes suivants, la facon dont une équation du
mouvement peut étre établie, d'une part pour ces véritables systemes discrets, et
d’autre part pour les systemes continus.

6.2.1.1 Structure a M-DDL physiquement séparés

Les équilibres de chacune des masses du train de chariots de la Fig. 6.2.1 peuvent étre
écrits séparément. Par exemple, I’équilibre de la masse mg est obtenu en considérant
les forces suivantes (agissant positivement vers la droite, dans le sens des = positifs) :

— une force d’inertie fictive (principe de d’Alembert) —mg3i3,

— une force de rappel proportionnelle a 1’élongation du ressort situé entre mo et
ms. Cette force doit nécessairement s’écrire ks (o — z3) puisqu’elle est propor-
tionnelle a x9 — x3. De plus, on peut facilement se convaincre de la validité du
signe, puisque, lorsque x5 est nul, le ressort s’allonge et exerce bien une force
de rappel d’intensité k3xs vers la gauche, soit —kzxs.

— éventuellement une force extérieure agissant directement sur la masse mgs, notée
ps et agissant (positivement) vers la droite.

L’équation d’équilibre de la masse ms s’écrit donc
— m;gfi'g + k?g (ZEQ - .173) +p3 = 0. (621)

On peut répéter ces opérations pour les équilibres de my et mo, et mettre les équations
obtenues sous la forme d’un systeme matriciel

mi 0 0 il k’l + k’g —kg 0 T P1
0 meo 0 i’g + —kg kz + kg —kg i) = D2
0 0 mg T3 0 —k3 ks T3 b3
Ceci est un cas particulier du formalisme tout a fait général
Mx (t) + Cx (t) + Kx (t) = p (¢) (6.2.2)

ou M, C et K représentent les matrices structurelles de masse, viscosité et raideur.
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FIGURE 6.2.2 — Equilibre d’un troncon de poutre infinitésiment court

6.2.1.2 Structures continues

Dans la réalité, les structures sont le plus souvent continues; une quantité infinie
de variables est a priori nécessaire pour représenter 1’équilibre de la structure. Cela
signifie simplement qu’une formulation continue (analytique) est nécessaire pour re-
présenter I’équilibre d’une telle structure. On obtient cette formulation en écrivant
I’équilibre d’une tranche infinitésimale de la structure considérée. Par exemple, on
peut étudier les vibrations transversales d’une poutre en écrivant 1’équilibre d’une
tranche dz telle que représentée a la figure 6.2.2.

L’équilibre en rotation de cette tranche élémentaire permet d’écrire T' = %—Jf, comme

obtenu classiquement dans les développements relatifs a I'analyse statique. L’équi-
libre des forces dans une direction transversale a 1’axe de la poutre s’écrit

or _ fi

de+T+dl'=T+ f;, = —_— ==, 6.2.3
pdx + T + + f, P = (6.2.3)
ol la force élémentaire d’inertie f; s’exprime par

0*v

c’est-a-~dire le produit de la masse de la tranche considérée pdx (u est la masse par
unité de longueur) par son accélération. L’équilibre transversal s’écrit donc aussi
N ’M
P g Mo
Sous les hypotheses de la poutre de Bernoulli ', le moment de flexion est relié & la
dérivée seconde du déplacement transversal, si bien que 1’équilibre s’écrive

v (z,t)  0? Qv (z,t)\
52 + 52 <EI 92 > =p(z,t). (6.2.6)

(6.2.5)

11. la section droite reste plane et perpendiculaire a I’axe neutre de la poutre
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Il s’agit de I’équation bien connue de 1’élastique, complétée cependant par un terme
d’inertie. C’est la formulation continue que l'on cherchait a obtenir. On peut aussi
y voir une parallele flagrant avec ’équation du mouvement : un terme d’inertie,
un terme de raideur (représentant les efforts internes) et un terme de chargement
extérieur au second membre.

Dans la pratique, il est assez rare de résoudre encore manuellement I'équation de
I'élastique (en statique). Ceci est encore plus vrai lorsque I’équation est complétée
par le terme d’inertie, ce qui produit une équation aux dérivées partielles, et non
plus une équation différentielle ordinaire. La résolution de cette équation est évitée :

1. en écrivant un modele de la structure étudiée, en décrivant (brutalement!?) la
structure a l’aide de quelques DDL;

2. en discrétisant la coordonnée spatiale x, ce qui permet de se ramener a une
équation différentielle ordinaire en ¢ . On utilise par exemple la méthode des
déplacements, ou des éléments finis, ce qui permet plus de raffinement ;

3. en utilisant les fonctions caractéristiques de I’équation, ce qui permet de se
ramener a un autre ensemble discret (mais infini a priori) d’équations modales.
Cette option est probablement la plus intéressante car elle integre le comporte-
ment dynamique de la structure étudiée et permet donc d’obtenir une méthode
relativement élégante.

Ces trois méthodes permettent de transformer I’équation aux dérivées partielles en
un formalisme discret qui peut étre traité a I’aide de méthode numériques (solution
par ordinateur). Elles sont étudiées successivement dans la suite.

Ecrire un modele de structure a 1’aide de quelques DDL L’exemple de
la figure 6.2.3 représente un portique a 3 étages, c’est-a-dire une structure conti-
nue, ainsi que deux méthodes “brutales” pour le remplacer par un systeme discret.
La modélisation intermédiaire (souvent appelée “en brochette”) consiste a considé-
rer I'indéformabilité de chaque étage et a additionner les raideurs des colonnes de
chaque étage (considérées alors comme encastrées-encastrées a noeuds déplagables
transversalement). Compte tenu de I'indéformabilité des planchers, il est évident que
la structure ne comporte que trois degrés de liberté, les déplacements de chaque
étage, et que les deux dessins de gauche sont équivalents. Le schéma représenté sous
I'option 1 est également équivalent a ces deux premieres représentations. Cette re-
présentation a l’aide de chariots est la plus courante. Elle montre également que le
comportement dynamique de la structure continue considérée ici s’apparente a celui
d’un ensemble d’éléments individuels, comme étudié a la section 6.2.1.1.

Il est possible que les trois degrés de liberté ne soient pas nécessaires pour représenter
finement le comportement attendu de la structure. Par exemple, si ce portique est
sollicité par un effort en téte appliqué suffisamment lentement, il est tres probable que
la structure prenne une déformée homothétique a la déformée statique obtenue sous
I’effet d’une force appliquée en téte de portique. Pour une force unitaire appliquée en
téte, les déplacements relatifs de chaque étage s’expriment par 1/ky, 1/ks et 1/ks, si
bien que le déplacement total s’exprime par la somme de ces trois valeurs, ou encore,
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FIGURE 6.2.3 — Remplacement d’une structure continue par un systeme discret a
3-DDL ou 1-DDL.

que la raideur équivalente a un systeme 1-DDL reliant la force appliquée au sommet
et le déplacement que l'on y obtient s’exprime par

Discrétisation de la structure (méthode des déplacements, méthode des
éléments finis) La méthode des déplacements et la méthode des rotations (de
fagon plus générale, la méthode des éléments finis) permettent d’écrire ’équilibre
statique d’une structure par

Kx=p (6.2.8)

ou K; représente la réaction au DDL ¢ sous l'effet d’'un déplacement unitaire en
j (tous les autres DDL restant bloqués) et p; représente la force énergétiquement
équivalente appliquée au DDL i. L’objectif de ce cours ne consiste pas a établir
rigoureusement les notions de la méthode des éléments finis. Néanmoins, il peut étre
intéressant de rappeler les notions qui sont généralement bien connues dans le cadre
de I'analyse statique et de voir dans quelle mesure elles peuvent étre étendues dans
le cadre d’une analyse dynamique.

La méthode des éléments finis est une méthode tout a fait générale visant a ré-
soudre une équation aux dérivées partielles comme (6.2.6). L’idée de base de la
méthode consiste a approcher la solution exacte par une combinaison de fonctions
élémentaires comme dans la méthode de Rayleigh-Ritz. Il est souvent assez difficile
d’imaginer des fonctions analytiques restant simples, satisfaisant les conditions li-
mites et qui permettent d’enrichir suffisamment la solution. Pour cette raison, dans
la méthode des éléments finis, le domaine d’intégration de 1’équation différentielle
est décomposé en petits morceaux sur chacun desquels des formes simples sont assu-
mées. Il est important que ces fonctions élémentaires restent admissibles, ¢’est-a-dire
satisfassent les conditions limites et assurent une compatibilité entre éléments. Cette
seconde condition est satisfaite de facto en sélectionnant des fonctions élémentaires
qui dépendent des parametres du champ de déplacement exprimés aux bords des
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FIGURE 6.2.4 — Degrés de liberté d’'un élément fini de type poutre.

petits morceaux de domaine (déplacement, pente, courbure, etc.). De cette fagon,
la continuité entre éléments peut étre imposée sans mettre en place de condition de
continuité démesurée. Le probleme est exprimé en fonction de ces parametres limi-
trophes, appelés connecteurs dans la suite. De la méme fagon que dans ’approche
de Rayleigh-Ritz ou I'amplitude de chaque forme élémentaire doit étre optimisée,
la solution du probleme résulte, dans la méthode aux éléments finis, de 1'optimisa-
tion du champ global. Le résultat de cette optimisation est donc un ensemble de
valeurs particulieres des connecteurs (les déplacements nodaux) qui assurent d’office
la continuité entre éléments.

Dans cette optique, et en limitant la présentation aux vibrations transversales des
poutres, le déplacement transversal v, (z) s’écrit

ve (z) = W () X, (6.2.9)

oux, = (v; 61 v 02>T regroupe les quatre connecteurs (déplacements et rota-
tions d’extrémités) et w, contient les fonctions d’interpolation

L-3(5)" +2(3)°
I KO0l
) 3(5)°-2(3)
([~ + )

Ces fonctions d’interpolation sont représentées a la figure 6.2.4.

(6.2.10)

~|8 IR

Soit x le vecteur des déplacements et rotations de tous les noeuds de la structure,
exprimés dans des axes globaux. On peut admettre que les connecteurs x, s’expriment
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par une sélection (avec une matrice de localisation L.) des degrés de liberté concernés
de x, suivie d’une rotation (avec une matrice de rotation R,
Y

x. = R.L.x. (6.2.11)

L’énergie élastique de déformation stockée dans un élément de poutre s’exprime par

1
Ui = —/ EIv"” (z)dx
2 Jo

Etant donné que v = (w”)" x, = x!'w”, Iénergie interne s’écrit aussi

1 ¢ 1
Ut = §XZ (EI/ w, (Wé’)T dm) X, = §XZKEX€ (6.2.12)
0

ou la matrice de raideur K, de I’élément considéré peut étre obtenue en considérant
(6.2.10) :
12 60 —-12 6/
ET 60 402 —60 20?

Ke=T | 212 6t 12 e (6.2.13)
60 202 —60 4L
En introduisant (6.2.11) dans (6.2.12), on obtient
1 1
Ui = 5xT (LIRIK.R.L,) x = éxTKe,ix (6.2.14)

ou K., est la contribution de I'élément i a la matrice de raideur complete de la
structure. En répétant cette opération a tous les éléments de la structure, on obtient

Nbélém Nbélém
2

1 1
Uint tot = Z Ut = X' Z Ke,i> X = §XTKX (6.2.15)
i=1 i=1

ou K représente la matrice de raideur de la structure. Elle a les mémes significations
que celles introduites ci-avant, cf (6.2.8).

D’autre part, le travail des forces extérieures appliquées sur un élément fini s’ex-
priment par

Vo= [ T oy = ([ 1@ wae) =xtp. (6.216)

ol p. représente les forces énergétiquement équivalentes. Elles correspondent a des
forces appliquées aux noeuds (6 composantes) qui effectuent le méme travail que
les forces éventuellement réparties le long de I’élément fini considéré. On peut a
nouveau exprimer le potentiel de ces forces en fonction des déplacements globaux x,
en considérant (6.2.11)

Ue:vt - XT (LZRZpe) - XTpe,i (6217)
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ou p.; représente la contribution de I’élément ¢ au vecteur des forces énergétiquement
équivalentes complet, c¢’est-a-dire concernant tous les noeuds de la structure. Toutes
ces contributions élémentaires peuvent étre sommées de facon a établir le vecteur
complet des charges énergétiquement équivalentes p :

Nbélém Nbélém
Ue:pt,tot == Z Ue:):t = XT ( Z pe,i> = XTI)- (6218)
i=1 =1

En condition de chargement statique, la satisfaction de I’équilibre de la structure
veut que I’énergie potentielle intérieure contrebalance exactement I’énergie potentielle
extérieure, ou encore que 1’énergie potentielle totale (énergie interne plus le potentiel
dont dérivent les forces conservatives) soit conservée. On écrit donc 1'équilibre en
indiquant que toute variation de 1’énergie totale est exclue

) BXTKX — pr] =0 (6.2.19)
Etant donné que
o (%XTKX> = %5XTKX + %XTK(SX = 0x Kx (6.2.20)
puisque cette grandeur est scalaire, 1’équilibre s’écrit
x'Kx —ox'p=0 = Kx=np. (6.2.21)

Ceci ne fait que traduire 1’équilibre de chacun des noeuds de la structure. L’analyse
statique de la structure consiste a déterminer les valeurs des connecteurs (déplace-
ments nodaux) x qui permettent de satisfaire cette relation.

L’analyse dynamique d’une structure par la méthode des éléments finis suit exacte-
ment le méme formalisme. Puisque 'on cherche maintenant une expression au cours
du temps des déplacements transversaux de la structure, on recherche une solution
du type

ve (z,1) = wl (2) %, (t) (6.2.22)
ou la dépendance spatiale a été conservée sur les fonctions d’interpolation, alors que la
dépendance temporelle est reportée sur ’évolution au cours du temps des connecteurs
(séparation des variables). De la sorte, tous les développements précédents relatifs a
Uint €t Uy restent valables. L’énergie cinétique associée aux vibrations transversales
d’un élément vaut

1Y [(ov)\? 1 ¢ 1
= g [u(Gr) de= g ([ mewtae) s = Mk 6229

ou M, est la matrice de masse de 1’élément. En utilisant les fonctions d’interpolation
données par (6.2.10), on obtient

156 22¢ 54 —13¢
opl | 220 42 130 -3
T 420 | 54 130 156 —22¢

—130 =302 —220 442

(6.2.24)
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Masse consistante ()

Masse concentrée
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oL s e T 1

® 9 @& ©

FIGURE 6.2.5 — Degrés de liberté d’un élément fini de type poutre.
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Il s’agit de la version consistante de la matrice de masse élémentaire. Par souci de
simplicité, on utilise parfois des fonctions d’interpolation simplifiées (cf. Fig. 6.2.5)
de facon a établir la version concentrée de la matrice de masse élémentaire

100 0

{0000

Me=% 001 o (6.2.25)
0000

Par le principe de localisation et rotation, I’énergie cinétique relative a un élément
fini peut étre écrite en fonction des vitesses des connecteurs X (en axes globaux)

1 1
T = §5<T (LZRZMeReLe)xzéxTMe,,»x (6.2.26)

ou M., est la contribution de I’élément 7 a la matrice de masse de la structure.
L’expression complete de cette matrice de masse M s’obtient en écrivant
Nbélém 1 Nbélém 1
o oy T ) ) T .
Tiot = Zl T = 2x ( Zl Mw> X = 2x Mx. (6.2.27)
1= 1=

L’équilibre de la structure est écrit en invoquant le principe de Hamilton sur la
structure complete. Selon ce principe, le Lagrangien du systeme doit étre conservé
lors du mouvement
to
0L = 6/ (T;fot - (Uint,tot - ert,tat)) dt = 0. (6228)
t1
Avec ces quelques développements successifs

t2

1 1
oL = 6 / (EXTMX — 5xTKx + pr) dt

t1
to

= / (6%x"Mx — 6x"Kx + 6x"p) dt

t1
to

= / (—(5XT1\/I>"C — 0xTKx + 5pr) dt + [6XT1\/IX] Z ,
t1
la satisfaction du principe de Hamilton, débouche sur les équations suivantes

Mx 4 Kx = p. (6.2.29)

A cette formulation, on ajoute également un terme d’amortissement (associé au tra-
vail des forces non conservatives) de fagon a obtenir I’équation du mouvement d’un
systeme linéaire sous sa forme la plus complete

Mt () + Cx () + Kx (t) = p (1) . (6.2.30)
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Utilisation des fonctions caractéristiques Une autre facon de résoudre I'équa-
tion (6.2.6) consiste a utiliser le principe de séparation des variables et un ensemble
de fonctions de = caractéristiques (on pourra comprendre dans la suite que ce sont
en réalité les modes propres de la structure) qui permettent de remplacer ’équation
aux dérivées partielles en un ensemble infini d’équations différentielles ordinaires du
type

Mg (t) + Cran(t) + Kpak(t) = p, (t)

ou les coefficients M et K dépendent de la structure étudiée. Cette approche est
un peu plus compliquée et les développements précis menant a 1’établissement de
ces équations fait 'objet d’un chapitre séparé, cf. Chap. 7. A ce stade, retenons
simplement que toutes ces équations (indépendantes) peuvent étre mises sous la
forme

M*q(t)+C*'q(t) + K*'q(t) = p* (t) (6.2.31)

ou M*, C* et K* sont des matrices diagonales.

6.2.1.3 En conclusion...

Quelque soit la méthode d’analyse choisie, on est amené a résoudre une équation
différentielle vectorielle du type

M (t) + Cx (t) + Kx (t) = p (1) (6.2.32)

ou p est un vecteur donné (N x 1) et M, C et K sont des matrices données (N x N).
La figure 6.2.6 représente les différentes méthodes de résolution de cette équation.
Les trois familles principales concernent la base de calcul utilisée : nodale, modale
ou autre. Cette distinction concerne le choix de I'inconnue pour la résolution du pro-
bleme. Dans I'approche nodale (la plus évidente, la plus directe, mais aussi la plus
rudimentaire), les déplacements des noeuds x sont conservés comme inconnues du
probleme et I'équation (6.2.32) est résolue en tant que systeme d’équations couplées.
Dans les deux autres approches, des changements de variables adéquats permettent
de prendre en compte plus finement les propriétés dynamiques de la structure. L’op-
tion "autre base” ne sera pas approchée dans ce cours. Nous étudierons les options
“base nodale” et “base modale” aux sections 6.2.2 et 6.2.3 respectivement.

En plus de cette distinction sur I'inconnue conservée pour résoudre le probleme, on
peut également différencier les méthodes selon la variable conservée, temps ou fré-
quence, ce qui mene aux analyses dans le domaine temporel ou dans le domaine
fréquentiel. Lorsque les sollicitations prennent des formes analytiques simples, la ré-
solution de I’équation du mouvement peut étre réalisée analytiquement (méthode
de Duhamel dans le domaine temporel et multiplication par la fonction de transfert
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Base nodale

Z | X

Fréquentiel Temporel Step-by-step
(analytique) (analytique) (numérique)

Base modale

A BN

Fréquentiel Temporel Step-by-step
(analytique) (analytique) (numérique)

Autre base
Base réduite Base propre
K 7 1 %

Fréquentiel Temporel Step-by-step Fréquentiel Temporel  Step-by-step
(analytique) (analytigue) (numérigue) (analytiqgue) (analytique) (numérique)

FIGURE 6.2.6 — Méthodes de résolution de I’équation du mouvement.

dans le domaine fréquentiel). Lorsque les expressions analytiques mises en jeu de-
viennent trop lourdes a supporter, une approche numérique est alors nécessaires. Ces
méthodes operent dans le domaine temporel (méthodes pas-a-pas).

Cette distinction entre domaines temporel et fréquentiel a déja été discutée a 1'oc-
casion de I'étude du systeme a 1 DDL. Dans la suite, nous allons montrer que les
principes de I'analyse dans I'un ou 'autre domaine restent valables lorsque 'on étu-
die une structure a plusieurs degrés de liberté. Le principal enjeu lié a ’analyse d’une
structure a plusieurs degrés de liberté ne concerne pas le choix du domaine de résolu-
tion, mais plutot la fagon dont les multiples DDL sont pris en compte (base nodale,
modale, autre).

La figure 6.2.7 est une illustration d’une structure simple qui sera utilisée dans les sec-
tions suivantes pour illustrer le principe de fonctionnement de chacune des méthodes
d’analyse.

Par le principe d’équilibre dynamique des masses constitutives de la structures, on
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M1=1500kg

H=3.5m &
m

B

o

M1=3000kg >

H=3.5m =
m

N

o

M1=3000kg >

b

H=3.5m m
-3

=}

>

FIGURE 6.2.7 — Structure simple utilisée pour illustrer les différentes méthodes d’ana-
lyses.

peut assez facilement écrire les expressions des matrices de masse et de raideur 2

[ 3000
M = 3000 kg
I 1500
[ 243 —1.21 0
K= | —-121 243 121 |.10°N/m (6.2.33)
0 —1.21 1.21

L’amortissement dans les structures est difficile a quantifier autrement que par la
notion d’un coefficient d’amortissement relatif qui permet de représenter de facon
heuristique un niveau de dissipation dans la structure. Nous verrons dans la suite
que, pour cette raison, des “formes” relativement simples (ou du moins commodes)
sont généralement données a I'amortissement (ex. : Rayleigh). Sans justifier ceci pour
le moment, nous pouvons simplement accepter la forme suivante

3000
C= 3000 Ns/m (6.2.34)
1500

et justifier en temps utile la raison pour laquelle cette forme a été choisie.

6.2.2 Analyse dans la base nodale

On parle d’analyse dans la base nodale lorsque 1’équation du mouvement est écrite en
conservant les degrés de liberté des noeuds x(¢) ou X(w) comme inconnues. L’équa-
tion peut étre résolue dans le domaine temporel, auquel cas ’équation

M () + Cx (t) + Kx (t) = p (t) (6.2.35)

12. Essayez d’établir les expressions de ces matrices vous-mémes...
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doit étre résolue, mais elle pourrait aussi tres bien étre résolue dans le domaine
fréquentiel qui demande de résoudre

—PMX (Q) +1QCX (Q) + KX (Q) =P (Q) (6.2.36)

ainsi que cela sera développé dans la suite. Ces différentes approches sont analysées
dans la suite.

On pourrait naturellement reproduire sur la structure M-DDL, les étapes de I'étude
du systeme 1-DDL

— étude de la réponse libre (p = 0),

— analyse sous une charge harmonique que nous pouvons généraliser a un char-
gement quelconque considéré comme une somme de charges harmoniques de
période infinie,

— analyse sous une charge impulsionnelle qui permet d’étudier la réponse sous un
chargement quelconque en décomposant celui-ci comme une succession d’im-
pulsions.

Etant donné que toute cette démarche a déja été appliquée pour le systeme a un degré
de liberté, on peut s’attendre a ne pas apprendre grand chose en réalisant de nouveau
tous ces développements. Ce n’est pas vrai. Pour preuve, nous allons laisser pour le
moment de coté I’étude de la réponse libre et y revenir a 'occasion de I’étude dans la
base modale (ot nous verrons que I’étude des mouvements libres d’une structure M-
DDL nous apporte beaucoup sur la connaissance du comportement vibratoire d’une
structure complexe).

Dans la suite, nous allons donc d’abord développer la réponse d’'un systeme M-DDL
soumis a une ou des charges harmoniques. Par extension de ce que nous avons obtenu
pour le systeme 1-DDL, nous obtiendrons une méthode de résolution dans le domaine
fréquentiel. En parallele, le développement de la réponse impulsionnelle d'un systeme
M-DDL permettra d’établir la méthode d’analyse dans le domaine temporel.

Afin de ne pas encombrer excessivement I’exposé avec des mathématiques trop lourdes,
nous allons une fois pour toutes justifier la stratégie d’extension de la réponse d’une
structure 1-DDL a celle d'une structure M-DDL. Pour ce faire, revenons a 1’étude du
probleme standard

y=ay (6.2.37)

dont la solution est
y = Coe™ (6.2.38)

ou C est une constante a déterminer a partir des conditions limites. Par “extension”,
la solution de
y=Ay (6.2.39)

est
y = Coe? (6.2.40)

ot Cy est une constante d’intégration (un vecteur), a déterminer a partir des condi-
tions limites. Cette notation nécessite de définir 'exponentielle d’'une matrice. Elle
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est définie par
XX XXX
+ +

X _
et =1+X+ o 3

(6.2.41)

de la méme facon que
i 2 .3
e :1+x+§+§+... (6.2.42)
Si 'on connait la décomposition spectrale X = ®1Ad ol A est une matrice diago-
nale, on obtient

—1A2 —1A3
X e piaps ® ACI>+<I> A3
2! 3!
A2 A3
- ¢! (1 +A+ o+ ETi ) d =o' (6.2.43)

Sur base de cette équivalence, et avec cette notation, on peut facilement “étendre” au
cas M-DDL les solutions obtenues pour I'analyse 1-DDL. Dans la suite des dévelop-
pements, nous nous limiterons parfois a des développements parfois intuitifs, basés
sur ce principe qui consiste de fagon assez brutale a remplacer des quantités scalaires
(1-DDL) par des grandeurs vectorielles ou matricielles correspondantes (M-DDL).

6.2.2.1 Analyse dans le domaine fréquentiel (charge harmonique)

Lors de I'étude du systeme a un degré de liberté, nous avons d’abord considéré la
réponse sous une charge harmonique, puis périodique en constatant qu'une fonction
périodique peut s’exprimer par une somme de fonctions harmoniques (décomposition
en série de Fourier). Ensuite, en faisant tendre la période de cette fonction périodique
vers l'infini, nous avons pu écrire, a l’aide de la transformée de Fourier, la décom-
position d’une fonction quelconque comme une somme de fonctions harmoniques de
fréquences infiniment proches. En représentant de la sorte la force appliquée sur la
structure, et en considérant que la composante stationnaire de la réponse a une sollici-
tation de fréquence donnée est harmonique de méme fréquence, I’analyse du systeme
a un degré de liberté peut étre réalisée en multipliant simplement la transformée de
Fourier de la sollicitation par la fonction de transfert du systeme, cf. section 6.1.4.2.

Il existe un raccourci impressionnant a cette méthodologie fastidieuse (mais qui a
néanmoins l'intérét de présenter précisément en quoi consiste la transformée de Fou-
rier). Nous pouvons supposer maintenant que la notion de transformée de Fourier a
bien été acquise '* et utiliser cette approche plus directe.

Appliquer la transformée de Fourier membre a membre a 1’équation (6.2.35) revient a

multiplier chaque membre par e™** puis intégrer depuis —oo jusque 400 par rapport
au temps, cf. (6.1.100) :

/ (M (£) + Cx (t) + Kx (£)) e~ dt — / p () e~ dt (6.2.44)

13. sinon retour a la section 6.1.4.2...

117



En intégrant successivement par parties, on peut montrer que

400 +00
/x(t) At = —(—iQ) /X(t) e dt = 1QX (Q)
oo e
/ x(t) et = — (=)’ / x(t) e " Mdt = —Q*X (Q)  (6.2.45)
X(Q) = / x (£) e dt (6.2.46)

est la transformée de Fourier du vecteur x, c¢’est-a-dire un vecteur dont chaque com-
posante est la transformée de Fourier de la composante correspondante de x(t). En
prenant en considération ces propriétés, I’équation (6.2.44) devient

M (—Q2*X (Q)) + C (12X (Q)) + KX (Q) =P (Q) (6.2.47)

X(Q) =H(Q)P Q) (6.2.48)

ot H () = (—MQ? + 1QC + K) " est la fonction de transfert de la structure étu-
diée. Ses dimensions sont N x N ou chaque composante est une fonction de la fré-
quence. L’établissement de cette matrice peut donc étre assez laborieux lorsque le
systeme possede un grand nombre de degrés de liberté. C’est néanmoins une carac-
téristique intrinseque fondamentale de la structure qui devrait donc étre calculée et
comprise pour chaque structure étudiée.

Nous pouvons démontrer que la matrice H a la signification physique d’'une matrice
de flexibilité dynamique. En effet, suite a 1’équation (6.2.48), la composante i du
vecteur inconnue s’écrit

X () =) Hi; () P; (), (6.2.49)

et, dans un contexte ou seule la force au noeud k serait non nulle, la sommation se
limite donc au seul terme pour lequel 7 = k , c’est-a-dire

i () = Hir () Pr () - (6.2.50)

Si 'on considere également que Py est d’amplitude unitaire et de pulsation w, cad
Pr (2) = 6 (2 — w), cette relation se limite & X; (w) = Hix (w). Ceci montre donc que
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En pratique: une matrice 3 x 3 X N,

FIGURE 6.2.8 — Fonction de transfert pour la structure en portique a trois étages (en
valeur absolue).
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Hix (w) est la réponse (complexe) du degré de liberté i lorsqu'une charge harmonique
unitaire est appliquée au degré de liberté k. La norme |H;;| représente 'amplitude
de la réponse et la phase de H;. représente le déphasage entre la sollicitation et la
réponse.

La figure (6.2.8) représente la fonction de transfert du portique a 3 étages. Les neuf fonctions
représentées sont les neuf éléments de la matrice |H|. L’élément H1; représente I’amplitude
de la réponse au premier degré de liberté (premier étage) lorsqu’une charge harmonique
unitaire y est appliquée. Pour une pulsation de sollicitation w = 0, on retrouve la réponse
quasi-statique, soit un peu moins que 10~%m. Les éléments (2,2) et (3,3) représentent les
réponses des deux autres étages lorsqu’ils sont eux-mémes sollicités par des forces unitaires.
Il est assez logique de retrouver des déplacements plus grands, du moins lorsque la force
est appliquée statiquement (w = 0) sur le second étage et respectivement sur le troisieme.
Les fonctions obtenues présentent des pics dont on montrera plus tard qu’ils sont associés
a des phénomenes de résonance. On ne peut pour le moment que constater que ces pics
ont 'air d’étre au nombre de 6 (deux fois trois), voire 4 seulement pour les fonctions H,;;
ol ¢ ou j valent 2. Ceci sera explicité également dans la suite.[]

Lorsqu’une telle fonction de transfert doit étre numérisée pour un traitement in-
formatique, on la stocke généralement dans une matrice a trois dimensions dont la
troisieme est celle sur laquelle courent les fréquences, cf. Fig. 6.2.8-b. Il faudra rester
attentif au fait que le stockage d’'une telle matrice peut vite prendre beaucoup de
temps et d’espace mémoire.

Maintenant que les caractéristiques vibratoires propres de la structure sont bien
connues, il est possible d’envisager ’analyse dynamique de cette structure a trois
degrés de liberté, soumise a une charge donnée. Nous allons considérer le chargement
particulier représenté a la Fig. 6.2.9. Il s’agit d’'un champ de force de courte durée
d’application (de type impulsionnelle donc, mais pas au sens strict du terme puisque
ce n'est pas une fonction de Dirac) sollicitant les premier et troisieme degrés de
liberté (étages). Leurs expressions dans le domaine temporel (en Newton) sont

p1(t) = 105v2rte
p(t) = 0 (6.2.51)
p3(t) = 10°V2rte ™"

pour t > 0 et nulles pour ¢ < 0. Il s’agit donc bien de fonctions de type impulsion
puisqu’elles sont exprimées par le produit d’une fonction croissante t et d'une fonction
décroissante e ®%. Ces expressions ont été choisies de facon a pouvoir calculer leur
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FIGURE 6.2.9 — Exemple de sollicitation appliquée sur le portique a trois étages.

transformées de Fourier analytiquement '
v 109
Pi(Q) = —/ t)edt = ———
@) = e [ ) (50 — 192)?
Py(Q) = 0 (6.2.52)

“+o0o
1 10°
P 0 _ t LQtdt: .
3( ) \/%/pQ()e (50—LQ)2

L’analyse de la structure est réalisée conformément a I’équation (6.2.48), c’est-a-dire

par X (Q) = H (Q) P (Q), o il faut considérer H () = (—MQ? + .QC + K) " et

P1 ()
P = P | (6.2.53)
Ps ()

Par exemple, la transformée de Fourier du premier degré de liberté (déplacement du
premier étage) s’obtient par

X1 () = Hi1 () Py (2) +His (2) P (Q)

14. il faut savoir qu’il existe plusieurs facon de normaliser une transformée de Fourier. En 1'oc-
currence, on peut voir ici qu’elle a été normalisée par \/%7 (par opposition & une valeur unitaire
lorsque nous avons introduit le concept)...
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(puisque Py = 0). La figure 6.2.10-a représente les transformées de Fourier des trois
degrés de liberté de la structure en portique. On peut de nouveau observer que

— le déplacement statique (lu sur les graphiques pour 2 = 0) va en augmentant
en montant dans les étages,

— le déplacement du second étage ne présente que deux pics (quatre par symétrie)
de résonance, alors que les déplacements du premier et du troisieme étage en
présentent trois.

En outre, on peut constater que

— le déplacement du premier étage se compose essentiellement de deux harmo-
niques a 10 rad/s et 28 rad/s environ dont les amplitudes sont comparables.
L’amplitude du troisieme pic dans la réponse (proche de 40 rad/s) est beaucoup
plus faible.

— étant donné qu’il lui manque le pic intermédiaire, le déplacement du second
étage peut etre considéré comme étant presque exclusivement harmonique a la
pulsation de 10 rad/s

— le déplacement du troisieme étage présente une composante principale de la
réponse a 10 rad/s, et deux autres pics situés aux mémes fréquences que pré-
cédemment dont les amplitudes sont plus faibles (mais probablement non né-
gligeables).

En utilisant la transformée de Fourier inverse, on peut revenir a l’expression dans
le domaine temporel des déplacements de chaque étage. Cette opération doit étre
réalisée de fagon numérique car le calcul analytique devient rapidement impraticable
apres la multiplication par la fonction de transfert. L'utilisation d’un logiciel de cal-
cul numérique a permis d’obtenir les graphiques de la figure 6.2.10-b ot 'on peut a
nouveau observer les mémes constatations que précédemment. Plus particulierement,
on peut voir que la forme des signaux dans le domaine temporel s’accorde particu-
lierement bien avec la description du contenu fréquentiel. Ainsi, le déplacement du
second étage présente une réponse sensiblement harmonique alors que le déplacement
du premier étage montre définitivement la forme typique d’une somme de plusieurs
harmoniques.

6.2.2.2 Analyse dans le domaine temporel (charge impulsionnelle)

La stratégie de calcul alternative consiste a étudier la réponse structurelle dans le
domaine temporel. Notre expérience de l'oscillateur simple nous a appris qu’'une
sollicitation quelconque peut étre vue comme une succession d’impulsions. Ce concept
va maintenant étre étendu a ’analyse d’une structure a plusieurs degrés de liberté.

Admettons que tous les noeuds de la structure soient sollicités par des impulsions
appliquées strictement a l'instant ¢ = 0. Toutes ces impulsions sont regroupées dans
un vecteur I; elles géneérent en chaque noeud des forces s’exprimant par ;0 (t) ou
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0 représente la fonction de Dirac. Apres l'instant ¢ = 07, plus aucune force n’est
appliquée sur la structure et elle subit un mouvement libre, éventuellement amorti.
Il apparait donc que la réponse de la structure se compose de deux phases distinctes :

— une premiere phase de durée infinitésimale pendant laquelle la condition initiale
de repos est transformée en une condition initiale de vitesse non nulle (puisque
la durée de la phase est infinitésimale, 1'oscillateur reste donc a sa position
d’équilibre - seule sa vitesse est modifiée pendant cette phase);

— la seconde phase se calcule comme un mouvement libre amorti avec, comme
conditions initiales, la vitesse obtenu au terme de la premiere phase.

Durant la premiere phase de la réponse, I’équation du mouvement s’écrit
Mx (t) + Cx (t) + Kx (t) =15 (t) . (6.2.54)

En intégrant cette équation sur une durée At tres courte, on obtient
At
/ (M (1) + Cx () + Kx (1)) di = 1 (6.2.55)
0

L’intégrale au membre de gauche peut étre estimée terme par terme. Avec les mémes
justifications que pour l'oscillateur simple, on obtient

At
. .o _ . +
Al}egqo Mx (t)dt = Mx (07)
0
At
lim [ Cx(t)dt = 0
At—0
0
At
lim [ Kx(t)dt = 0. (6.2.56)

0
Les conditions initiales suivant 1’application de I'impulsion sont donc

x(0) =0
% (0%) = ML

On se limite pour I'instant a 1’établissement de la réponse dans la premiere phase et
on ne développe pas l'expression de la réponse libre (obtenue en réalité par extension,
au sens donné préalablement, de la solution libre de I'oscillateur simple). Sans en don-
ner 'expression analytique, on admettra donc simplement l'existence de la réponse
impulsionnelle unitaire h; ; qui représente la réponse du degré de liberté i lorsqu'une
impulsion unitaire est appliquée au degré de liberté j. Il s’agit donc d’une matrice
N x N dont chaque élément est une fonction du temps. C’est une caractéristique
intrinseque de la structure, au méme titre que la fonction de transfert.
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Cette fonction est représentée a la figure 6.2.11-a pour le portique a trois étages. Les
éléments diagonaux représentent les déplacements de chaque étage lorsqu’une impul-
sion unitaire y est appliquée. On retrouve a nouveau une plus grande déformabilité
pour les étages les plus hauts. Les éléments non diagonaux représentent la réponse
a un étage lorsqu’'une impulsion unitaire est appliquée a un autre étage. Par le prin-
cipe de Betti-Maxwell, cette matrice doit nécessairement étre symétrique, ce que 1’'on
peut également observer. Comme pour la fonction de transfert, pour des raisons de
numérisation, il peut étre intéressant de stocker cette matrice sous le format d'une
matrice a trois dimensions ou le temps court sur cette troisieme dimension, cf Fig.
6.2.11-b.

L’analyse d'une structure soumise a des forces quelconques appliquées en ses noeuds
se base sur l'expression de cette matrice. Chaque force peut étre décomposée en
une succession d’impulsions et les réponses élémentaires sous chacune d’elles sont
sommées (comme pour l'oscillateur simple). Par exemple, la réponse au noeud i
engendrée par la force appliquée au noeud j de la structure s’exprime par

“+oo
x; (t) = / hij (t —7)p; (1) dr. (6.2.57)
0
Puisque les conditions d’application du principe de superposition doivent étre satis-
faites pour arriver a ce stade ', la réponse sous l'effet de toutes les forces appliquées

peut étre calculée comme une superposition des réponses obtenues sous chacune
d’elles séparément, et donc

N oo
xi(t)ZZ/o hij (t —7)p; (1) dr

:/O mZhi,j(t—T)pj(T)dT

ou, sous format matriciel
+oo
x(t) = / h(t—7)p(r)dr. (6.2.58)
0

Cette relation est simplement une expression matricielle du produit de convolution
obtenu pour l'oscillateur simple. Ce n’est donc rien d’autre qu’une illustration du
principe d’extension. Cette relation peut difficilement étre appliquée analytiquement
car 'expression de h est relativement compliquée, de méme que celle de p peut

15. puisque l'on vient de superposer les effets de la succession d’impulsions appliquées au noeud
J
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également 1’étre. Lorsque la force p est appliquée pendant une durée relativement
courte, l'intégrale peut éventuellement étre décomposée en une somme de petits
incréments

x (t) = 2 h(t—m7)p(n) AT (6.2.59)

ou n, AT représente la durée d’application de la charge appliquée. Lorsque par contre
la durée de la force appliquée est relativement longue, n, peut étre rapidement dé-
mesuré et il n’est alors plus avantageux d’appliquer cette méthode. Quitte a choisir
une solution numérique avec un grand nombre de pas de temps, on préfere alors une
approche pas-a-pas qui a ’avantage d’avoir un domaine d’application bien plus large.

Dans le cas du portique a trois étages et de la sollicitation représentée a la figure
6.2.9, on se trouve justement dans un cas d’application ou la sollicitation est appliquée
pendant un temps tres court et ou 'application numérique de Duhamel est particu-
lierement bien adaptée. En utilisant 20 pas de temps de dms, la réponse obtenue en
appliquant (6.2.59) fournit les résultats de la figure 6.2.12. Ils sont naturellement fort
semblables a ceux obtenus par ’approche dans le domaine fréquentiel. D’un point
de vue théorique, on peut montrer qu’ils sont strictement équivalents si At — 0.
Les seules petites différences sont donc ici dues a 'utilisation d’une transformée de
Fourier inverse numérique (Fig. 6.2.10-b) et a la discrétisation de la sollicitation par
une succession de 20 “impulsions” rectangulaires (Fig. 6.2.12).

6.2.2.3 Résolution pas-a-pas

Pour les mémes raisons que celle évoquées a l'occasion de I’étude du systeme a un
degré de liberté, on peut étre amené a devoir utiliser une méthode de résolution nu-
mérique. Et tant qu’a utiliser une telle méthode, on préfere souvent repartir d’une
discrétisation de I’équation du mouvement, plutot qu’'une forme numérique de I'in-
tégrale de Duhamel, par exemple.

Par cette discrétisation temporelle de I’équation du mouvement, on se force a satis-
faire I’équilibre en une succession d’instants donnés. En formulant des hypotheses sur
ce qu’il se passe entre ces instants précis, on peut obtenir un schéma de récurrence
qui permet de calculer I’évolution au cours du temps du déplacement en chacun des
noeuds de la structure. Au paragraphe (5.2.4), nous avions obtenu la formulation
générale de la méthode de Newmark, qui est certainement la plus utilisée dans les
applications de dynamique linéaire, en raison de ses bonnes performances de précision
et stabilité. Elle s’exprime par les relations suivantes :

1 ) ) o . At [0 .
WWH'ECWL]C Griae = Prear+ | —= g+ 5—1 G+ = 5—2 Gt

1 1 1
. RN
m (OzAtQQt * ant® * <2a ) Qt>
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, J 0 . o\ ..

di+nt = AL (Gerar — q) + (1 — a) g + At <1 — 5) G (6.2.61)
.. - 1 ( ) . 1 r (6.2.62)
Qe+at = PNE Ge+at — Gt CYAtQt 20 qt- e

Par le principe d’extension aux systemes M-DDL, on obtient un schéma d’intégration
temporelle, en remplagant les variables de réponse scalaires (g, ¢, §) par des variables
vectorielles (x, X, X) et en remplacant les caractéristiques structurelles scalaires (m,

k, ¢ ) par les grandeurs matricielles correspondantes (M, K, C) :

1 5 4] 4] . At (6 .
(WM + EC +K) Xerat = Priat + C (@Xt + (E - 1) X + > (a - 2)

1 1 1
M . 10«
N (aAt2 X N N <2a ) Xt)

(6.2.63)

X = L(X —x) + 1—é x; + At 1—i X (6.2.64)
t+At = N t+At t o t 2% t L.

X = L ( ) L, ! 1) x (6.2.65)
XAt = PNE XAt — X ozAtxt 2% Xt L.

L’application de cette méthode a l’analyse du portique a trois étages donne des
résultats strictement semblables a ceux de la figure 6.2.12.

6.2.2.4 Résumé

Dans ce cadre des vibrations linéaires des structures a plusieurs degrés de liberté,
les trois méthodes proposées sont (théoriquement) strictement équivalentes. La plus
complete et la plus utilisée en pratique reste cependant la méthode pas-a-pas (aussi
parce qu’elle permet de prendre en compte d’éventuels comportements non linéaires).

La taille des systemes a résoudre, p. ex. (6.2.63), peut vite devenir difficile a gérer,
surtout lorsqu’on sait que 'opération de résolution d'un systeme matriciel doit étre
répétée un grand nombre de fois (un fois par pas de temps). Lorsqu’on est face a une
structure possédant un grand nombre de degrés de liberté (N 2 10000), l'analyse
dans la base nodale peut demander des temps de calcul prohibitifs. Le prix a payer
pour retrouver une méthode efficace est celui des développements analytiques qui
permettront de comprendre finement et sainement le comportement dynamique de
la structure. Ceci est illustré dans la suite a ’aide de I’analyse en base modale.
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6.2.3 Analyse dans la base modale

Lors de I'étude de l'oscillateur a 1-DDL, nous avons pu constater qu’'un systeme
a un degré de liberté, lorsqu’il est libre de force appliquée, oscille a une fréquence
propre, une fréquence naturelle, celle dans laquelle le systeme “se sent bien” et vibre
naturellement. Ce phénomene est compris de tous les éleves qui, a 1’école primaire,
faisaient “vibrer” leur latte en plastique pour épater leurs camarades. Ces petits
physiciens en herbe auront pu observer que leur latte vibre a une certaine fréquence
propre, mais aussi qu’elle prend une déformée propre (qui évolue au cours du temps
de fagon harmonique, donc) telle que tous les points vibrent en phase. Les choses
se corsent dans le cursus lorsqu’on apprend que tous les corps, pour autant qu’ils
possedent une masse, vibrent a leur fréquence propre, voire leurs fréquences propres.
On peut comprendre en effet qu'une structure complexe, par exemple un building a
appartements, possede plusieurs fréquences propres et déformées propres. On imagine
par exemple facilement une déformée propre et une fréquence par balcon, mais aussi
des déformées propres plus globales qui intéressent par exemple les déplacements
d’ensemble du batiment.

L’objectif de la section 6.2.3.1 consiste a donner les fondements théoriques nécessaires
qui permettront de déterminer les fréquences propres et les déformées propres (modes
propres) correspondantes. Sur base de ces propriétés dynamiques importantes de la
structure, nous pourrons alors aborder, a la section 6.2.3.3, I'analyse dynamique
d’une structure en incluant ces propriétés importantes.

6.2.3.1 Propriétés modales
La pulsation propre d'un systeme a 1-DDL s’écrit

k
=1/ — 6.2.66
“ m ( )

et ne dépend donc que de la raideur et de la masse du systeme étudié. Nous allons
donc commencer notre étude des systemes a plusieurs degrés de liberté, en étudiant
les vibrations libres non-amorties

M (t) + Kx (1) = 0 (6.2.67)

dans l'espoir d’extraire de cette analyse les informations désirées sur les fréquences
propres et modes propres. Sur base de 'observation de phénomenes physiques, on
essaie une solution du type

x (t) = ¢q (t) (6.2.68)
ou ¢ (t) est une fonction scalaire du temps et ¢ est un vecteur (constant, indépendant
du temps). On recherche donc une solution ou tous les noeuds du modele vibrent en

phase. On peut voir ceci en calculant le rapport de deux amplitudes a deux degrés
de liberté i et j différents
5t)  dut) &

z; (1) diq(t) @5
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Puisque ce rapport est toujours constant (il ne dépend pas du temps), les degrés de
liberté ¢ et j vibrent donc bien en phase.

Dans ce type de solution, ¢(t) représente donc ’évolution d’une amplitude au cours
du temps et ¢ représente une déformée. En éclairant a ’aide d’un stroboscope, une
structure qui vibre en satisfaisant (6.2.68), on photographie donc a chaque fois la
méme forme ¢, mais mise a 1’échelle différemment, avec ¢(t)

L’introduction de (6.2.68) dans (6.2.67) donne
Moi(t) +Kog(t) =0 — mg(t)+kq(t)=0 (6.2.70)

ou m = M¢ et k = K¢ sont des vecteurs de dimension N x 1. En écrivant (6.2.70)
composante par composante, on a

qui peut étre mis sous la forme

it (6.2.72)

~—

Puisque, dans cette expression, le membre de gauche ne dépend pas de t, les deux
quotients doivent nécessairement prendre une expression indépendante du temps. De
méme, puisque le membre de droite ne dépend pas du degré de liberté ¢ choisi, les
deux quotients doivent nécessairement prendre une expression indépendante de . Ils
doivent donc nécessairement prendre une valeur constante qui ne dépend ni de 7, ni
de t

k; 7 (t

ke 400 _ w?, (6.2.73)
my q(t)

Nous la notons pour le moment w?. En égalant les deux quotients & cette constante,

on trouve

{q' (t) +w?q(t) =0 (6.2.74)

k’i = miw2

La premiere relation montre que la solution est harmonique et que w a la signification
d’une pulsation. Cela signifie donc que les vibrations d’une structure non amortie et
non sollicitée peuvent éventuellement s’exprimer par une forme ¢ modulée par une
amplitude variant de facon sinusoidale.

En revenant a la définition de m et k, la seconde relation nous donne
ki =mw® = Ko¢=Mpw’ & (K-Muw’)p=0 (6.2.75)

La solution triviale de cette équation est ¢ = 0, que nous rejetons tout de suite
puisque nous cherchons justement des formes dans lesquelles la structure peut vibrer.
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Par nos connaissances en algebre, on sait que les solutions non triviales de cette
équation sont au nombre de N et sont obtenues en imposant que le déterminant
det(K — Mw?) soit égal & zéro. On les note w; et ¢; (avec i = 1,...N).

Cela signifie donc que la constante w introduite ci-avant ne peut pas prendre n’im-
porte quelle valeur. Elle ne peut prendre que I'une des N valeurs particulieres wj.
De méme, la forme ¢ dans laquelle la structure peut vibrer naturellement n’est pas
quelconque. Il s’agit d'un vecteur propre ¢; du systeme a résoudre et il doit néces-
sairement étre associé a une valeur propre w;.

En pratique, écrire que le déterminant det (K — Mw?) est nul consiste a écrire un
polynome de degré N en w?. Ce polyndome possede N racines (positives car K et M
sont définies positives) qui peuvent étre ordonnées de la sorte

0<w <w:<...<wi. (6.2.76)

Les fréquences propres sont strictement positives pour une structure iso- ou hyper-
statique. Une fréquence propre nulle est le témoignage d’'un mécanisme (ou mode
rigide). La plus petite pulsation w; (fréquence) ainsi que le mode associé ¢; sont
qualifiés de fondamentauz.

Pour une pulsation w; donnée, le vecteur propre ¢; correspondant est obtenu en
résolvant

(K — Mw?) ¢; = 0 (6.2.77)

Ce systeme est singulier (puisque det (K — Mw?) = 0), donc ¢; est défini & une
constante muliplicative pres. On peut donc choisir de multiplier chaque mode propre
par une constante arbitraire, sans que cela ne change quoi que ce soit a la résolution.
Cela exprime donc bien le fait que ¢ est une forme et non pas une amplitude. Pour
conserver une signification physique simple, les modes sont tous normés de maniere
systématique (et semblable). Il existe essentiellement deux méthodes de normalisa-
tion :

— normalisation a un maximum unitaire en valeur absolue, cad telle que

max |¢;,;| =1 (6.2.78)
j

ou ¢;; représente, dans le mode ¢, la valeur du déplacement du degré de liberté
j. Pour normaliser un mode de cette fagon, une fois que le mode est établi,
on parcourt l'entiereté des degrés de libertés et on repere la valeur du mode
correspondant a ce degré de liberté. On construit ensuite le mode normé en
divisant le mode initial par cette valeur maximale (en valeur absolue). Les
modes propres que 'on obtient ainsi permettent de donner une signification
physique aux fonctions ¢; par lesquelles ont pourrait multiplier chaque mode.
I1 s’agit en effet d’amplitudes (évident puisque les modes sont normés a un
maximum unitaire).
— normalisation par rapport a la masse, cad telle que

dIMo; = 1; (6.2.79)
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cette fagon de procéder permet, comme nous allons le voir dans la suite, d’as-
surer une masse généralisée identique pour chaque mode.

Pour faciliter les notations, on regroupe tous les vecteurs propres dans une matrice

=1 ¢2 ... on] (6.2.80)

de sorte que ®;; représente le déplacement du degré de liberté j dans le mode ¢. De
méme, toutes les valeurs propres dans une matrice diagonale

0 = . : (6.2.81)

Avec ces notations, ’équation (6.2.77) peut s’écrire sous la forme matricielle
(K-MQ*) @ =0 (6.2.82)

En utilisant les matrices de masse et de raideur du portique a trois étages, cf. (6.2.33), on
obtient les formes modales ® et la matrice Q? suivantes

05 1 05 108.5
=086 0 -—0866 | ; Q= 809.5 . (6.2.83)
1 -1 1 1510.6

On peut donc en déduire les valeurs des pulsations propres w; = , /in et fréquences propres

10.4 1.66
w=14 285 srad/s— f=4( 4.53 ) Hz. (6.2.84)
38.9 6.19

La figure 6.2.13 représente les modes propres de la structure. Par exemple, dans le premier
mode ¢1 = (0.5 0.866 1), on peut voir que les déplacements des étages vont tous dans
le méme sens et sont d’autant plus grands que l’étage est haut. On pouvait s’attendre
a obtenir cette forme fondamentale. En écartant le sommet du portique de sa position
d’équilibre, notre sens intuitif nous indique effectivement que ce portique plus ou moins
uniforme en hauteur doit vibrer dans cette forme.[]

Une propriété fondamentale des modes propres est qu’ils sont orthogonaux via les
matrices de masse et de raideur. On démontre ceci en considérant deux modes i et
j de pulsations différentes (w; # w;). Puisque K¢; = w?Mo; et Ko, = w?M@, cf.
6.2.77, on peut aussi écrire

¢; Ko = wig; Mg

%TK@' = W@'Z%TM@' (6.2.85)

ou encore, en soustrayant ces deux relations membre a membre,
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Mode 1 - f=1.66Hz Mode 2 - f=4.53Hz Mode 3 - f=6.19Hz

FIGURE 6.2.13 — Réponse du portique a trois étages calculée a I'aide de la méthode

d’analyse dans le domaine temporel.

oI Ko, — (b]TngSZ- = w]?qbfl\/[gzﬁj - wfqﬁjrl\/lqbi (6.2.86)

Puisque ¢ K¢; et ¢;‘.FK¢Z- sont des grandeurs scalaires, elles sont égales a leur trans-
posée ', c’est-a-dire égales entre elles. Il en est de méme pour ¢ M¢; et ¢f Me; .

La relation précédente se réduit donc a

0= (w] —w}) o] Mg (6.2.87)

et donc ¢TM¢; = ¢ M¢; = 0. En remontant a (6.2.85), on voit donc également
que (ﬁjTKgb, = ¢ K¢; = 0. Nous venons donc de démontrer que ¢! Mg, et ¢! Ko,
sont tous les deux égaux a zéro lorsque ¢ est différent de j. En d’autres termes, les
matrices M* = ®TM® et K* = ®TK® sont toutes les deux diagonales. En réalité,
la pré- et post-multiplication par la matrice ® (de changement de repere) revient
a projeter la matrice M dans la base des modes propres. Les matrices structurelles
projetées dans la base des modes propres jouent un role tres important dans I’analyse
en base modale, I’équivalent des matrices structurelles nodales pour une analyse en
base nodale. On définit
— la matrice de masse généralisée

M* = d"Mo, (6.2.88)

— la matrice de raideur généralisée

K* ="K, (6.2.89)

— la matrice d’amortissement généralisée

C* = oTC9. (6.2.90)

16. pour rappel (A B)T =BTAT
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Rien ne laisse présumer pour l'instant que C* est diagonale. Dans un contexte tout
a fait général, ce n’est justement pas le cas. Ceci sera discuté dans la suite.

Les éléments (diagonaux) de la matrice de masse généralisée s’obtiennent par

M}, . = oMoy, = Z Z Gim®j,mM 5, (6.2.91)
i g

et lorsque la matrice de masse est diagonale (modélisation par masses concentrées,
p. ex.), la double sommation se réduit a

M, =Y &M (6.2.92)

Lorsque les modes propres sont normés a une valeur maximale unitaire, on voit donc
que les masses généralisées sont obtenues par une pondération des masses modélisées
en chaque noeud de la structure, dont les coefficients sont inférieurs a 'unité, de
sorte que

M, <> M. (6.2.93)

Ceci montre que la masse généralisée dans le mode m peut étre interprétée comme
la fraction de la masse qui vibre lorsque la réponse se produit exclusivement dans le
mode m.

Les matrices généralisées du portique a trois étages peuvent étre calculées a partir de ces
définitions. On obtient assez facilement

[ 4500
M* = 4500 (kg)
4500

[ 0.488
K* = 3.64 10%(N/m)
6.80

Dans cet exemple, on peut par exemple constater que les masses généralisées sont identiques
dans tous les modes (ce n’est pas une généralité!). Pour interprétation, on peut par exemple
regarder le premier mode : lorsque la structure se déforme dans son premier mode, 4500
kg sont mis en mouvement : les 1500 kg du toit participent & 100%, les 3 tonnes du second
étage & 0.866% = 75% et les trois tonnes du premier étage a 0.5? = 25%, ce qui fait un total
de 4500 kg.

Concernant les raideurs, elles sont d’autant plus importantes que I’on considere des modes
élevés. Cela signifie simplement que 1’on doit appliquer (globalement) des efforts plus im-

portants pour pouvoir donner & la structure des formes homothétiques aux modes plus
hauts.[d

6.2.3.2 Meéthodes approchées pour I’estimation des propriétés modales

Méthode basée sur le quotient de Rayleigh Le quotient de Rayleigh d'un
vecteur y quelconque est défini par

T
K
Riy)=2"Y

== 6.2.94
VM y (6.2.94)
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Une propriété importante de cette fonction est que le quotient de Rayleigh d’'un mode
propre est égal au carré de la pulsation

@TK ¢z )

oMoy w;. (6.2.95)

R(¢i) =

*

Ceci est évident lorsqu’on regarde (6.2.85). En effet, puisque ¢/ K¢, = K
OTM ¢; = M;, on voit donc que w? = = K,/ M;

i,

Admettons maintenant que y soit un vecteur proche du vecteur propre ¢;, et donc
Yy = 9252 + €z (6296)

ou € est un petit parametre. Le résidu z peut s’exprimer par une combinaison linéaire
des autres vecteurs propres

2= a;p; (6.2.97)
i#]
Le quotient de Rayleigh de ce vecteur vaut
(Qf + €D i ajqﬁ]T) K (aﬁi T €D ajgzﬁj)
(67 + ¢ Sy 307 ) M (01 + € D1y 050

Compte tenu des propriétés d’orthogonalité via les matrices de masse et de raideur,
on obtient

R(y) = (6.2.98)

_ OTK G+ €505 (67K9))
)= STM ¢ + €23, 02 (0T Mgy) (6.2.99)

On définit !
= o (6.2.100)

9= YT,

qui représente !” la facon dont le mode j est normalisé par rapport au mode i. En
divisant le numérateur et le dénominateur de (6.2.99) par ¢! Mg;, on obtient

2 w2
w te ZZ#J ZJ Wi

R(y) = (6.2.101)
14 €2 Zi#
Sur base du développement en série de Taylor suivant
aj + b€ 9 B
Tw =a; + (bl - a1b2> € +o (E ) s (62102)
on trouve que
)=wl+ Y B (w ) e +o (e, (6.2.103)

i#]

17. si les modes sont normalisés de facon a avoir une matrice généralisée identité, 3;; = o, Vj.
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ce qui montre donc que si y est une perturbation de ¢; d’ordre €, alors R (y) donne
une estimation de R (¢;) = w? a l'ordre €* . La pulsation propre w; est donc estimée a
I'ordre €. En particulier, si on choisit ¢ = 1, on peut voir que toutes les contributions
d’ordre €2 dans R (y) sont positives, ce qui meéne & dire que, si y est une perturbation
de ¢; d’ordre €, R (y) donne une estimation par ezcés de wi.

Cette propriété est tres utile pour déterminer facilement les fréquences propres d’une
structure pour laquelle une modélisation précise n’est pas envisageable.

Dans le cas du portique a 3 étages, on pourrait par exemple estimer la premieére fréquence
propre en admettant que le premier mode propre soit

y=(1/3 2/3 1T, (6.2.104)

ce que l'on peut facilement deviner avec un peu d’expérience. Sur base des matrices de
masse et de raideur établies, on peut calculer le coefficient de Rayleigh a I'aide de la
relation (6.2.94)

R(y) = 127.8 (rad/s)*. (6.2.105)

L’estimation de la fréquence propre est donc

1
f1,estimeée = g\/W = 1.80 Hz (6.2.106)

qui n’est pas si éloignée de la fréquence propre exacte, f; = 1.66 Hz, qui correspond a une
forme de mode significativement, différente, ¢; = (0.5 0.866 1)7).00

Solution itérative du probleme aux valeurs propres La pulsation et le mode

fondamentaux satisfont )

1

On peut faire 'analogie entre cette relation et celle d'une analyse statique

Kx =p. (6.2.108)

Cette analogie montre que w—12¢1 représente le déplacement statique sous 'effet de
1

la charge'® M ¢;. Donc, si on normalise ¢; & un maximum unitaire, % apparait
comme la déflection statique maximale sous la charge M ¢;. De plus, le mode propre
fondamental ¢, représente cette déformée statique. Une autre fagon de voir les choses
est de dire que les efforts intérieurs K¢, équilibrent les efforts d’inertie w?Mg; lorsque
la structure vibre librement dans son mode fondamental.

Résoudre le probleme aux valeurs propres (6.2.107) consiste donc a trouver la forme
¢1 qui correspond a la fois a la déformée (normalisée) de la structure et a la distribu-
tion de charge utilisée pour calculer cette déformée statique. Plutot que de résoudre

18. il ne n’agit pas réellement d’une charge puisqu’elle a les dimensions d’une masse. Pas question
ceci dit de changer cette relation : la méthode ne fonctionne que si la sollicitation est exprimée en
kg.
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ce probleme complexe, on peut essayer de donner une suite de solutions approchées
en procédant par itérations.

On commence en donnant une forme approchée du mode propre ¢§°) (choisie arbi-

trairement, mais avec un peu de bon sens tout de méme) qui est utilisée pour obtenir

une premiere estimation M¢§°) du chargement statique. Il n’est pas nécessaire a
- (0) . . ) . L

priori que ¢; ’ satisfasse les conditions d’appuis, mais c’est naturellement un plus.

On peut alors calculer des valeurs approchées de la pulsation fondamentale wgl) et

du mode propre fondamental ¢§” en écrivant

1
— KoV =M. (6.2.109)

)

Résoudre cette équation est immédiat puisqu’il s’agit d'une simple analyse statique
linéaire. Si nécessaire, il est possible d’utiliser cette premiere estimation du mode
fondamental pour obtenir une meilleure estimation des caractéristiques fondamen-

tales ]
— K¢ =Mo" (6.2.110)

2
(47)

En pratique, le résultat de la premiere itération est souvent déja largement suffisant.
Ceci est illustré dans la suite a ’aide de quelques exemples.

On peut appliquer cette méthode au portique a trois étages, en partant de la méme esti-
mation du mode fondamental que précédemment

oV =qa/3 2/3 )7, (6.2.111)
La résolution de (6.2.109) permet d’obtenir

WV = 113rad/s = fY =1.80 Hz (6.2.112)
M= (047 084 1.00)7 (6.2.113)

qui sont déja assez proches de la solution exacte du probléme aux valeurs propres (f; =
1.66 Hz et ¢1 = (0.5 0.866 1>T). Si on applique la seconde correction, en considérant

maintenant que les forces d’inertie sont distribuées comme qﬁgl), on obtient, par solution de
(6.2.110)

w? = 105rad/s = f? =167 Hz (6.2.114)
@ = (0496 0.863 1.00)7 (6.2.115)

qui forment une excellente estimation des valeurs exactes. [

Comme second exemple, on peut considérer celui d’une poutre sur deux appuis, de portée
L, raideur E1I et masse linéique p. Cet exemple nous montre qu’il n’est pas nécessaire de
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connaitre les expressions de K et M pour pouvoir appliquer cette méthode. Au chapitre 7,
nous verrons que la pulsation fondamentale s’exprime rigoureusement par

m* |[EI 9.87 |EI

Admettons que gzﬁgo) (z) = 1, ce qui est peu opportun puisque cette fonction ne satisfait pas
les conditions d’appui. Cette fonction peut cependant étre utilisée pour la méthode puis-
qu’elle est normée & un maximum unitaire. L’interprétation de (6.2.109) au sens continu

1 2
(")
mément répartie puisque ,u(bgo) (x) = p = cst. Cette déformée est obtenue en résolvant
I’équation de I’élastique

1 . . . . .
montre alors que ¢§ )(a:) représente la déformée statique sous une masse unifor-

d*v
El— = 6.2.117
ou le second membre est bien une masse et non une force, de fagon a obtenir le résultat
bien connu . . 5
1 (1) S5ul* 16 [z T T
= - = — = 2= 4+ ). 6.2.118
! 20 @) = gamr 5\ 2T ( )

)

. . 1 R Ly . o .
Puisque la fonction (ﬁg )(:1:) doit étre normée & un maximum unitaire, on peut donc écrire

1 _ 5uL* (1) _ 876 [EI
N2 3sdEI 0 Wi T 2/ h
(‘("11) ) (6.2.119)
o) =¥ (H-25+%).
Ce premier résultat n’est pas trop loin de la solution exacte %, / % Aussi on pourrait

vérifier que la forme modale obtenue n’est pas trop éloignée de la forme modale exacte (un
sinus & une demi onde). A nouveau, on peut utiliser cette premiére estimation de forme
modale pour raffiner les approximations obtenues. En effet, en résolvant

d*v 164 2w
EI@ - <L4 275 + L) (6.2.120)
on obtient
1 @ 277 L* 256 x z? ez’
— — 2P 2 17 285 4145 4= 6.2.121
v 201 (%) == 36e0ET 1385 W At )

soit
L 2Lt
(2)\2 = 26880FEI1
()

o (@) = % (175 - 285 + 145 45 + &)

(2) _ 985 /EI
A ey =R Vs

(6.2.122)

qui sont tres proches de la solution exacte.[]
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On pourrait aussi estimer la seconde fréquence propre et le mode associé pour la poutre
sur deux appuis simples. Rigoureusement, la seconde pulsation s’écrit

472 |EI 395 |EI
_ [eL |24 2.12
w2 = 75 . 72 . (6 3)

et la forme modale correspondante est une sinusoide & deux demi-ondes. Comme estimation
de la forme modale, nous allons considérer la fonction (bgo) (x) = 1sur [0; L/2] et qﬁéo) (x) =
—1 sur [L/2; L], qui est un candidat honnéte pour approcher une fonction positive sur la
premiere demi-travée et négative sur I'autre. A nouveau, la pulsation fondamentale et le
mode propre correspondant sont estimés a partir de I’équation de 1’élastique

dxt ’ 2

6.2.124
EI‘S;ZQ = —u pour r € [%;L] ( )

{Eld4”1 =  pour x € [O' L]

avec comme conditions limites v1(0) = 0, v{(0) = 0, v2(L) = 0, vJ(L) = 0 et les quatre
conditions sur la continuité C3 de v et vy en © = L/2. Aprés quelques développements, on
obtient

vl 6144ET \ 5L ~ 5L ' 5IA

Y sul' (32 288z . 76822 7682 N 2562
2 7 GI44EI\5 5L 512 513 504 )

5ult (32:;: 256 3 256904)

(6.2.125)

On peut vérifier que les fonctions entre parentheses sont bien normées a un maximum
unitaire, en valeur absolue. Elles représentent donc les expressions de qbél) sur [0; L/2] et
[L/2; L] respectivement. Elles sont une trés bonne approximation du sinus en deux demi-
ondes. De plus, la pulsation propre est estimée par

1 5uL? 1)y 351 |EI

= = — 2.12
(W“))Q 6ladEl 2 T\, (6.2.126)
2

et est assez proche de la solution exacte. Une seconde itération serait laborieuse pour
estimer plus précisément les caractéristiques du second mode propre, mais elle permettrait
assurément d’améliorer le premier résultat obtenu.lJ

En pratique, on s’arréte généralement a la premiere itération et on considere ¢§0) (x) =
+1 comme estimation de la forme modale, le signe étant choisi en fonction de la forme
modale que l'on espere approcher. En représentant par ¢ le déplacement maximal
(en valeur absolue) obtenu sous ce chargement, la pulsation propre correspondant au
mode investigué s’exprime alors par w; = 1/v/6.

6.2.3.3 Analyse en base modale

Maintenant que les caractéristiques modales de la structure ont été établies, nous
allons voir comment ces caractéristiques et leurs propriétés pourront nous aider a
réaliser I’analyse d’une structure.

140



[ o5 | [ 4
= o083 086 - 010 06.] -
1 1) W1

N o=
~oa

FIGURE 6.2.14 — Réponse du portique a trois étages calculée a I'aide de la méthode

d’analyse dans le domaine temporel.

Projection des équations Les N modes propres d'une matrice de dimensions
N x N forment une base de vecteurs linéairement indépendants. Ceci signifie donc

qu'un vecteur y quelconque s’exprime de fagcon unique comme combinaison linéaire

de ces N vecteurs indépendants
N
y = Z%‘@ =&q (6.2.127)
i=1

ou P est la matrice N x N regroupant tous les vecteurs propres. Donc,

q=oy. (6.2.128)

Par exemple, la décomposition dans la base des modes propres du vecteury = (1/3  2/3  1)7
est représentée a la figure 6.2.14. Ce vecteur y a une forte composante dans le premier mode

(0.83) et moindre dans les deux suivants. [J
Cette idée de décomposition d'un vecteur dans la base des modes propres peut étre
étendue a la solution de I’équation du mouvement, en disant qu’une telle décompo-

sition existe a chaque instant ¢

x(t) = Z%‘ (t) ¢ = Pq(t). (6.2.129)

Le vecteur q(t) contient donc les coefficients de la combinaison des modes propres.
Chacun de ses éléments est une fonction du temps. Lorsque les modes propres sont
normés a un maximum unitaire, ces coefficients ont la signification d’amplitudes. Ce

sont les amplitudes modales.
Nous venons d’introduire le changement de variable qui va permettre I’écriture de
I'équation du mouvement dans la base modale. Grace a la relation (6.2.129), nous
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allons donc supprimer les inconnues x(t) et les remplacer par les nouvelles inconnues
q(t). L'introduction de ce changement de variable dans ’équation du mouvement
donne

Moq (t) + CPq (t) + KdPq (t) = p (¢). (6.2.130)

Cette expression a toujours la méme signification physique que précédemment : cha-
cune des lignes de ce systeme d’équations traduit 1’équilibre d’un noeud particulier
de la structure. La seule différence, a ce stade, est que nous disons que ’équilibre est
obtenu en donnant aux amplitudes modales les valeurs adéquates qui permettent de
satisfaire I'équilibre, et non pas en fixant les déplacements nodaux.

La suite du raisonnement consiste a tirer parti du fait que les matrices généralisées
M* = ®TM® et K* = ®TK® sont diagonales. On multiplie donc (6.2.130) par &7
de sorte a obtenir

PTMOq (t) + PTCPe (t) + PTKPq (t) = ' p (t),

c’est-a-dire
MG (t) + C*q(t) + K'a(t) = p" (t) (6.2.131)

ol p* (t) = ®Tp (¢) représentent les forces généralisées. On a projeté les équations du
mouvement dans la base des modes propres. On n’écrit plus I’équilibre des noeuds de
la structure, mais plutot 1’équilibre des déformées modales. Une équation du nouveau
systeme traduit 1’équilibre entre les efforts internes, d’amortissement, d’inertie et
extérieurs lorsqu’on regarde la structure dans une forme strictement homothétique a
un mode propre.

Les forces généralisées représentent bien une projection dans la base modale des
forces appliquées aux noeuds. On les calcule & 1'aide d’un produit scalaire (on parle
donc de projection). Par exemple, la force généralisée dans le mode fondamental
s’écrit

N
pi=o1p(t) = diapi(t). (6.2.132)
=1

La force généralisée dans un mode est donc d’autant plus grande que les forces
appliquées p; ont le méme signe que le mode propre a leurs points d’application.

Pour illustrer ceci, on peut calculer les forces généralisées dans le mode fondamental du
portique a trois étages, pour les forces suivantes

f(t) f(t) f ()
Fa=3 f@) ¢35 =< —f(@) p5 Fo= 0 (6.2.133)
f(@) f@) 0

Etant donné que le mode propre du mode fondamental vaut ¢; = (0.5, 0.866, 1.O>T7 cf.
(6.2.83), les forces généralisées correspondant a ces différents chargements valent

Ffo=2366f(t); Fip=0634f(t); Ffc=05f(t) (6.2.134)

Il est évident que c’est le cas de charge A qui maximise la force généralisée dans le premier
mode puisque les forces appliquées en chaque noeud sont en phase. On comprend aussi
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naturellement que l'application de forces nodales évoluant en phase (chargement radial)
favorise une réponse dans une forme semblable au premier mode. [J

Par propriété des modes propres, les matrices K* et M* intervenant dans 1’équa-
tion du mouvement en base modale (6.2.131) sont diagonales. Quant & la matrice
d’amortissement généralisée C*, on ne peut pas annoncer la méme propriété en toute
généralité. Etant donné que I'on ne possede généralement que peu d’information sur
I’amortissement dans la structure, il est généralement admis de donner a C* une
forme simple . On lui donne donc une forme diagonale, ce qui simplifie la résolution
du systeme d’équations différentielles. En effet, le systeme

M*q(t) + C*q(t) + K*'q(t) = p" (?)

se résume donc a une juxtaposition d’équations indépendantes les unes des autres
(un systeme découplé). Une équation générique s’écrit

MG (1) + CFgi (1) + K yq: (t) = pj (t) (6.2.135)
ou encore
.. . 2 o P; (t)

7,7

Cette relation est précisément I’équation canonique du systeme a un degré de liberté.
Cette équation peut donc étre résolue avec les techniques étudiées précédemment
(temporel avec Duhamel, fréquentiel, temporel pas-a-pas). L’opération est répétée
pour chaque mode (N fois au total donc). Quelque soit la méthode de résolution
choisie, les amplitudes modales ¢; dans chacun des modes peuvent étre déterminées
indépendamment les unes des autres. [’analyse en base modale revient donc a ré-
soudre N équations différentielles a une inconnue plutot qu’'un systeme d’équations
différentielles a N inconnues.

On revient ensuite aux déplacements des noeuds de la structure a I'aide du change-
ment de variables (6.2.129) ou les ¢; (t) et ¢; sont maintenant tous connus, et ceci
cloture 'analyse dynamique de la structure a plusieurs degrés de liberté.

La figure 6.2.15 représente les forces généralisées dans les trois modes propres. Etant
donné que p; = f(t), p2 = 0 et p3 = 0.1 f(t), les forces généralisées s’expriment par

p; = 0.5p1+p; =0.6f(t)
3 p1—p3 = 0.9f(t) (6.2.137)
Py = 0.5p; +ps = 0.6f(t)

ot f(t) = 10%/271te 5% Ce n’est pas parce que le second étage n’est pas sollicité
que la seconde force généralisée est nulle (la preuve!). Les modes propres integrent

19. Attention, on ne parle ici que de I'amortissement structurel. Ceci n’est pas d’application
pour I'amortissement provenant de pistons ou de I’amortissement aérodynamique pour lesquels des
modeles précis existent et doivent donc étre considérés. Ceci sort du cadre du cours.
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x 10°
2

0.02
Force généralisée, mode 1 Rép. modale, mode 1
1 N 0 /\/\/WVV\N\/\
0 -0.02
0 01 02 03 04 0 2 4 6
x 10°
2 0.01
Force généralisée, mode 2 Rép. modale, mode 2
1 0 {WV\]\/\/\/\/\/\/\/WWW
0 -0.01
0 01 02 03 04 0 2 4 6
x 10° x 10
2 5
Force généralisée, mode 3 Rép. modale, mode 3
0 -5
0 01 02 03 04 0 2 4 6

FIGURE 6.2.15 — Forces généralisées et amplitudes modales pour le portique a trois
étages.

le comportement global du batiment. Il n’y a donc aucune correspondance entre
le noeud i et le mode 7. En réalité, le type de chargement assez particulier qui est
considéré dans cet exemple est méme tel que la force généralisée dans le second mode
propre soit la plus importante. Avec un peu d’habitude, on peut facilement prévoir
ce type de résultat. Il suffit de regarder dans quel(s) mode(s) les formes modales et
les forces appliquées sont bien corrélées. En I'occurrence ici, la force sur le premier
étage est importante et c’est dans le second mode que le déplacement du premier
étage est le plus important.

La figure 6.2.15 représente également les réponses dans chacun des modes (les ampli-
tudes modales ¢;). Il s’agit a chaque fois de la réponse d’un oscillateur simple soumis
a une charge de courte durée. Etant donné que la sollicitation est tres courte par
rapport a la période propre des modes 1, 2 et 3, la réponse s’apparente a une réponse
impulsionnelle. On peut aussi constater que les périodes d’oscillation correspondent
bien aux périodes propres calculées précédemment, cf. (6.2.84).

Lorsque les amplitudes modales ¢; (t) sont calculées, les réponses nodales peuvent
étre recalculées a 'aide du changement de variables (6.2.129). On obtient alors

z1(t) = 0.5¢1 (1) + g2 (t) + 0.5g5 (t)
zo(t) = 0.866q; (t) — 0.866¢s5 (¢) (6.2.138)

z3(t) = q(t) —q(t) +q3(t)
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Dépl. Etage 3
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0.01}+ — — Superposition modale o
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FIGURE 6.2.16 — Réponse dynamique calculée pour chacun des étages a l'aide de
I’analyse en base modale, et comparaison avec le résultat de ’analyse en base nodale.
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qui sont représentés a la figure 6.2.16. Les résultats de I'analyse en base nodale ont
également été reportés sur cette figure de fagon a simplifier la comparaison . La
concordance est tres bonne. La seule petite discordance vient du choix d’un pas de
temps différent pour les deux méthodes.[]

L’amortissement structurel Dans une analyse en base modale, faute d’informa-
tion précise sur I'amortissement structurel, on admet généralement que la matrice
d’amortissement généralisée est diagonale. En outre, on sait que ’amortissement
structurel est généralement déterminé a l’aide d’un coefficient d’amortissement (sans
dimensions) qui dépend du matériau constitutif de la structure. Etant donné que
les équations sont découplées et qu'il faut résoudre une équation comme (6.2.136),
la seule connaissance du coefficient d’amortissement suffit et on voit qu’il n’est pas
nécessaire méme d’établir la matrice d’amortissement généralisé dans cette approche.

Eventuellement, dans cette approche modale, on pourrait attribuer facilement un
coefficient d’amortissement relatif différent pour chaque mode, a condition de pouvoir
justifier et quantifier les différences.

Dans 'approche en base nodale, nous avons vu qu’il était nécessaire de construire
une matrice d’amortissement (pour pouvoir, par exemple, appliquer la méthode de
Newmark-MDDL). Par souci de cohérence, il est important de construire une ma-
trice d’amortissement qui, si on la projetait en base modale, donnerait une matrice
d’amortissement généralisée diagonale. Une des méthodes (probablement la plus utili-
sée) consiste a exprimer la matrice d’amortissement comme une combinaison linéaire
des matrices de masse et de raideur

C=aM + 8K (6.2.139)

de sorte que la matrice d’amortissement généralisé

C*'=0"Cd = aM* + K~ (6.2.140)

soit effectivement diagonale puisqu’elle s’exprime par une combinaison linéaire de
M* et K*qui, elles, sont diagonales.

Ce choix a un impact sur ’évolution des coefficients d’amortissement modaux &;. En
effet, ils sont calculés par

C*. aM’. + BK}, i
1,0 - ,% B L i + BUJ . (62141)

T Mnw 2w 2 2

Cette relation montre que, dés que I'on suppose que C prend la forme (6.2.139), les
coefficients d’amortissement modaux s’alignent sur la combinaison d’une droite et
d’une hyperbole. Dans cette formulation, il est donc par exemple impossible que tous
les coefficients d’amortissement prennent la méme valeur, alors que, dans I’approche
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FIGURE 6.2.17 — Réponse du portique a trois étages calculée a I'aide de la méthode
d’analyse dans le domaine temporel.

modale, il était possible de fixer indépendamment un coefficient d’amortissement
pour chaque mode.

En pratique, les coefficients o et 3 sont calculés de facon a fixer le taux d’amortis-
sement a une valeur choisie pour les deux modes i et j les plus représentatifs de la
réponse

i — [e] + ﬁwi
{g e N foy (6.2.142)
J - 2wj‘ 2

a deux valeurs &; et & données. Le plus souvent & = & = & et 7 et j représentent
les deux premiers modes propres pour que, au moins pour ceux-la, le coefficient
d’amortissement soit bien estimé. L’inversion de ce systeme de deux équations a
deux inconnues « et 5 donne

2 . .
a = w?ifsz (wifj — w;i&s)

/B _ 20.)in Q . 5_]
wf—w- wj w; ) °

J

(6.2.143)

|

Pour les modes autres que les modes ¢ et 7, on ne peut rien régler. Ils se verront
attribuer un coefficient d’amortissement qui est calculable en fonction des valeurs
obtenues pour « et 5. Comme annoncé précédemment, la construction d’une matrice
d’amortissement n’est utile que lorsque la résolution a lieu en base nodale.

Il existe des situations ou un amortissement complémentaire doit étre ajouté a I’amor-
tissement structurel : par exemple lorsque des pistons visqueux sont installés dans la
structure (un véhicule amorti qui roule sur un tablier de pont, un TMD, des dispo-
sitifs anti-choc ou parasismiques, etc.), ou plus simplement lorsque la structure est
soumise a l'effet du vent. Dans ces cas, il est nécessaire d’ajouter une (des) matrice(s)
d’amortissement complémentaire(s). On obtient alors une matrice d’amortissement
plus complete. Cette matrice plus complete peut naturellement étre utilisée dans le
cadre d’une analyse en base nodale pour laquelle aucune restriction n’a été formulée.
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Par contre si 'analyse doit étre réalisée en base modale, on perd une grosse partie
du bénéfice du changement de variable puisque, de maniere générale, il n’y a aucune
raison pour que la matrice d’amortissement généralisée reste diagonale. Dans ce cas,
deux “solutions” extrémes sont souvent rencontrées

— soit considérer un systeme couplé (cf. résolution dans la base nodale : résolution
d’un systeme couplé),

— soit négliger les éléments non-diagonaux de fagon a retrouver un systeme non
couplé.

Superposition modale La projection en base modale mene a résoudre

. . (T .

Gi (t) + 2w;&ds () + wiq; (1) = % pour i = 1,...N. (6.2.144)
pour chacun des modes, a priori. Dans I'exemple précédent, nous avons pu constater
que la réponse dans le troisieme mode était significativement plus faible que celles
des deux premiers modes. En réalité, on peut montrer que les modes les plus hauts
(en fréquence) participent souvent moins a la réponse. Nous raisonnons dans la suite

avec l'intégrale de Duhamel. Dans ce formalise, la réponse dans un mode s’écrit

1
M;ide

t
q; (t) / pr (1) e D sinwy (t — 1) dr. (6.2.145)
0
Dans le cadre ou les modes propres sont normés a un maximum unitaire, les forces
généralisées dans tous les modes sont du méme ordre de grandeur. Il en est de méme
des masses généralisées. La solution de Duhamel montre donc que la solution dans
un mode est (grossierement) inversement proportionnelle a w;. Au lieu de résoudre
les N équations différentielles a une inconnue pour chacun des modes, on se limite
donc souvent a n’étudier que la réponse dans les M premiers modes propres et donc
ainsi négliger les modes plus hauts pour lesquels wy >. On écrit alors

x(t) = _a(t) 6 = ®a(l) (6.2.146)

ou ® représente maintenant une matrice rectangulaire (tronquée) de dimensions N x
M et q est le vecteur des M amplitudes modales conservées. L utilisation de cette
méthode appelée superposition modale, met en évidence deux avantages majeurs de
I’analyse en base modale : le découplage des équations du mouvement et la réduction
(souvent tres importante!) du nombre d’inconnues du probleme.

Pour une structure symétrique, les modes propres se présentent souvent par alter-
nance entre des modes pairs (symétriques) et impairs (anti-symétriques). Lorsque le
chargement est symétrique, on doit s’attendre a ce que la réponse soit symétrique,
et donc a ce que la réponse dans les modes impairs soit nulle. En plus de négliger les
modes les plus hauts (par le raisonnement précédent), on peut aussi supprimer de
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I’analyse une série de modes dont on sait qu’il n’apporteront rien a la réponse. De
facon toute a fait générale, la méthode de la superposition modale consiste donc a
ne conserver que la liste des M < N modes qui participent a la réponse dynamique
de la structure, qui ne sont donc pas nécessairement les M premiers.

Souvent, le choix de la liste des modes a conserver n’est pas évidente a deviner,
du moins a priori. Cela releve aussi probablement de ’expérience, mais quelques
remarques générales peuvent étre formulées. Admettons que les forces appliquées
sur la structure se trouvent dans une gamme de fréquences limitées [0, fsor max], C€
qui est souvent le cas dans le domaine du génie civil. Pour toutes les sollicitations
déterministes, c’est naturellement satisfait (un piéton qui marche, un sportif qui
court, un train qui roule). Quant aux sollicitations aléatoires comme le vent, les
séismes, la houle, 'observation de ces phénomenes montre que le contenu fréquentiel
est significativement décroissant aux hautes fréquences et peut étre négligé a partir
d’une fréquence fyi max- Si les forces (nodales) appliquées sur la structure se trouvent
dans cette gamme de fréquences, il en est alors de méme pour les forces généralisées.

En se basant sur I'analyse dans le domaine fréquentiel pour laquelle la réponse s’ex-
prime par

Q(0) =H (Q)P*(Q), (6.2.147)

on peut voir qu’il convient de faire le tri sur les modes en négligeant ceux pour
lesquels H (©2) P* () est petit. On peut donc négliger les modes pour lesquels

— soit H (2) est petit dans la zone [0, fsoumax]; ce sont tous les modes qui ré-
pondent de fagon quasi-statique et pour lesquels fra: 2 5 fsoimax. Etant donné
que la suite des raideurs modales K, est décroissante, ces modes aux plus
hautes fréquences ont une amplitude tres faible (réponse quasi-statique tres
raide). C’est 'argument que nous avons fait valoir précédemment avec les dé-
veloppements basés sur I'intégrale de Duhamel ;

— soit la force généralisée P* (2) est petite pour le chargement et le mode consi-
dérés. C’est 'argument que nous avons fait valoir pour la poutre sur deux
appuis avec un chargement symétrique. Ceci est également illustré a la figure
6.2.18 pour l'exemple du portique a trois étages. Plusieurs distributions de
forces nodales sont envisagées et les forces généralisées correspondantes sont
présentées. A cette figure 'exemple 3 est celui du chargement que nous avons
étudié; les exemples 1 et 2 sont deux exemples de charges qui n’engendrent
aucune sollicitation (et donc réponse) dans le mode 2.

On peut également laisser de c6té des modes dont la réponse n’est pas négligeable,
c’est-a-dire que ¢; (t) n’est pas négligeable, mais qui ne présentent pas d’effet sur la
grandeur investiguée. Par exemple, pour le portique a trois étages, si on ne s’intéresse
qu’au déplacement du second étage, il n’est pas nécessaire de calculer la réponse du
second mode (quelque soient les forces appliquées) puisque ce mode ne participe pas
a la réponse de I'étage intermédiaire.
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f Exemple 1 Exemple 2 Exemple 3
Mode 1 - f=1.66Hz / /'
‘ 1 —=>— 1> 0.1>
T 1 —>— e
)\\_‘\‘ g S— 1 = 1>
Mode 2 - f=4.53Hz
/ f
F 7 2.37 0.6 0.6
E P=| o =| 0 P=| 0.9
Mode 3 - f=6.19Hz ]
[ 0.63 2.37 0.6

FIGURE 6.2.18 — Exemples de distributions de forces nodales et forces généralisées
correspondantes.

La figure 6.2.19 représente les réponses obtenues pour chaque étage en ne conservant
qu'un mode (M = 1) ou en ne conservant que deux modes (M = 2 ). Manifestement,
loption M = 1 suffit a représenter correctement la réponse du second étage et M = 2

suffit a représenter la réponse des étages 1 et 3. Ceci est conforme aux observations
et discussions formulées jusqu’ici.

Accélération modale -

6.2.3.4 Analyse dans d’autres bases
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Dépl. Etage 3 Dépl. Etage 3

MODES 1-2-3 MODES 1-2-3
0.01 MODE 1 0.01 /
0.005 0.005
0 0
-0.005 -0.005
-0.01 -0.01
-0.015 -0.015
0 0.5 1 1.5 2 25 0
Dépl. Etage 2 Dépl. Etage 2
MODES 1-2-3 MODES 1-2-3
0.01 MODE 1 0.01 MODES 1-2
0.005 0.005
0 0
-0.005 -0.005
-0.01 -0.01
-0.015 -0.015
0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 1.5 2 25
Dépl. Etage 1 Dépl. Etage 1
0.01 MODES 1-2-3 0.01 MODES 1-2-3
MODE 1 MODES 1-2
0.005 0.005
0 0
-0.005 -0.005
-0.01 -0.01
-0.015 -0.015
0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 1.5 2 25

FIGURE 6.2.19 — Résultats de la superposition modale en ne conservant qu’'un mode
(& gauche) ou que deux modes (a droite).
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Chapitre 7

Dynamique des systéemes continus

7.1 Equation du mouvement

Dans le cadre des vibrations transversales des poutres, 1’équilibre entre les forces
d’inertie, les efforts internes (effort tranchant et moment de flexion) et les efforts
extérieurs appliqués menent a 1’équation aux dérivées partielles suivante

0?v (z,t) N E1_84v (z,t)
ot? oxt
Plutot que d’avoir recours a la méthode des éléments finis pour numériser cette
équation, il est possible de projeter analytiquement cette équation dans sa base
modale !. La démarche analytique est naturellement un peu plus complexe que le
formalisme systématique de la méthode aux éléments finis mais ce prix a payer permet
d’éviter une série de biais apportés par la discrétisation de la méthode aux éléments
finis. Conceptuellement, on peut admettre ceci en se disant que passer directement
dans la base modale a I’aide de développements analytiques doit probablement étre
plus “sain” que de (i) discrétiser la structure a 1’aide d’éléments finis (ii) puis utiliser
une seconde approche numérique (!) pour calculer les valeurs et formes propres.

=p(z,t). (7.1.1)

L’objectif de cette section consiste donc a repousser au plus loin 'utilisation de
méthodes numériques. La présentation s’articule essentiellement autour de I'établis-
sement des caractéristiques propres de la structure étudié, puisque la solution des
équations modales découplées fait appel a des notions qui ont déja été débattues lors
de I’étude du systeme a un degré de liberté.

7.2 Modes propres

Exactement comme des modes propres et fréquences propres peuvent étre définis
pour un systeme discret, nous allons calculer les modes propres du systeme continu.

1. que nous avons également appelée ensemble de fonctions propres
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Pour ce faire, on recherche les solutions de 'équation du mouvement (7.1.1) qui
s’écrivent sous une forme a variables séparées

v(x,t) =®(x)q(t) (7.2.1)

et on considere le systeme non sollicité, c’est-a-dire p(z,t) = 0. L’introduction de
cette solution particuliere dans 1’équation du mouvement donne

.. E'I nn

O (x)q(t)+ 7@ ()g(t)=0 (7.2.2)

ot le symbole "représente une dérivée par rapport au temps t et le symbole’ représente
une dérivée par rapport a x . On peut réécrire la relation précédente sous la forme

EI®" (x g (t

po @ (x) q(t)
en faisant apparaitre une fonction du temps au membre de gauche et une fonction
de T'abscisse curviligne z au membre de droite. Pour les mémes raisons que celles
évoquées lors de I’étude de structures discretes (cf p. 130), la seule fagon de satisfaire
cette équation est que ses deux membres soient égaux a une valeur constante, soit,
par exemple

n -

Ere%(@) _ _4®) _ » (7.2.4)
po @ (x) q(t)

Cette valeur pourrait valoir a priori n’importe quoi, tant que les deux relations sont
satisfaites. On peut déja deviner que cette constante ne peut prendre que certaines
valeurs bien déterminées (mais il en existe une infinité) qui sont associées a des modes
propres. Les modes propres ® (x), appelés aussi formes modales (ce sont bel et bien
des formes) s’obtiennent donc en résolvant

" (1) — % (z) =0, (7.2.5)

alors que 1’évolution au cours du temps des amplitudes ¢ (¢) s’obtient en résolvant
G(t) +w?q(t) =0 (7.2.6)

ce qui montre que, lorsque la poutre (non sollicitée!) vibre dans un mode propre,
elle le fait avec une amplitude variant de fagon sinusoidale. Aussi I'interprétation de
la variable w introduite innocemment ci-avant est maintenant claire : il s’agit de la
pulsation de vibration.

La solution générale de (7.2.5) est
¢ () = Asinkz + B coskx + Csinh kx + D cosh kx (7.2.7)

\ 2 N . A 7/ . / .
ou k* = B2 et ol les constantes A, B, C' et D doivent étre déterminées en fonction
des conditions limites. Ces conditions doivent nécessairement étre au nombre de
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quatre. Quelque soient ces conditions limites, on peut facilement se convaincre (en
étudiant différentes configurations) qu’il existe toujours une combinaison linéaire
de ces conditions, qui fait que la fonction ® (z) ne peut étre déterminée qu’a une
constante pres. Ceci est illustré ci-dessous. Aussi, la satisfaction des quatre conditions
limites doit nécessairement impliquer une condition sur un des arguments du sin ou
du cos. Cette condition implique nécessairement que k, et donc w, prenne des valeurs
discretes bien distinctes. Il est plus facile de démontrer ceci a ’aide d’exemples que
de facon générale. De facon pragmatique, on peut retenir que la satisfaction des
conditions limites implique que la constante w ne puisse pas prendre n’importe quelle
valeur.

Pour une poutre simple sur deux appuis, les conditions limites sont
®0) = ¢(L)=0
®"(0) = @ (L)=0. (7.2.8)

L’écriture de ces quatre conditions limites résulte en les relations suivantes
B=0; D=0; AsinkL=0; CsinhkL =0 (7.2.9)

dont la seule qui est réellement intéressante (de fagon a ne pas obtenir une solution non
triviale) est Asin kL = 0. Sa solution est kL = im, soit

N
T EI
= = —_— 7.2.10
“ ( L ) p ( )

Nous venons donc de montrer que w ne peut prendre que certaines valeurs particulieres
w; d’'un ensemble infini de valeurs discretes dissociées (i = 1,...,00). Dans la suite, nous
écrirons w; pour indiquer qu’il s’agit de la i*™€ pulsation propre, et donc du i*™€ mode
propre. En effet, un mode propre est associé a chaque pulsation propre. Puisque B = C' =
D =0, des quatre termes, il reste
ITT
d (x) :Asinkzx:AsinT (7.2.11)
Comme pour les systemes discrets a plusieurs degrés de liberté, on constate que les modes
propres sont définis & une constante pres. On peut par exemple choisir de normer les modes
propres & un maximum unitaire (A = 1, dans ce cas).0J
Une propriété importante des modes propres est leur orthogonalité par rapport aux
termes de masse et de raideur. En réalité, c’est pour cette raison qu’ils ont été calculés.
A nouveau, la démonstration est similaire a ce qui est fait dans 'approche discrete.
Pour deux modes i et j distincts (de pulsations propres distinctes au moins), on peut
particulariser la relation (7.2.5)
2 2

i " HW;
— P, (r)=0 et P () — ——P,

ET Z( ) i ( ) EI J
En multipliant la premicre par ®; et la seconde par ®;, puis en intégrant sur x, on
obtient

@/ (2)

(z) = 0. (7.2.12)

[ BEI®;0dr = w? [ n®,®;dx

7.2.13
Jy BI®®dr = w? [ n®;®;dx, (7:2.13)

154



soit, en soustrayant membre a membre

J

L L L
/O EID; )" dx — /0 EI®®"dr = (w? — w?) /0 u®;®;dx. (7.2.14)

En intégrant deux fois par partie, on peut voir que les deux termes de gauche sont
égaux, ce qui laisse leur différence égale a zéro. Puisque w? # w]? , il faut donc
nécessairement que

L
/ p®;®;dr =0 pour i # j, (7.2.15)
0

et, en remontant a I’équation précédente
L
" o . .
/0 E1®;9;"dx =0 pour i # j. (7.2.16)

Ces deux relations démontrent ’orthogonalité des modes propres via la masse et la
raideur du systeme (on généralise facilement le développement au cas ou u et ET ne
sont pas des constantes).

Dans le cas de la poutre sur deux appuis, on peut facilement vérifier que

L
. . I
/sinm;:sin ?dw = 55@-
0
/ T jraz\" L (jm 4

0

ol d;; représente le symbole de Kronecker.[

7.3 Analyse en base modale

Ces propriétés d’orthogonalité sont primordiales pour la projection des équations
dans la base des modes propres. A nouveau, nous allons suivre une démarche similaire
A ce qui est fait pour les systémes discrets?. On introduit le changement de variable

v(z,t) = Z(I)i () ¢:(t) (7.3.1)

puis on multiplie I’équation du mouvement par les formes modales, toutes considé-
rées les unes apres les autres, et on integre sur le domaine de définition. De facon
générique, pour le mode k, cela donne

/ o, (x) V ”aif’t) = pr? 25;’ D p(a.t)| da (7.3.2)

2. dans le cadre des systemes discrets, la projection était réalisée en changeant de variable (de
x & q) et en prémultipliant I’équation du mouvement par ®7
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/ Dy, (2) [u > @ (x)G(t) + ET Z O () qi(t) = p (x, t)] dz. (7.3.3)

En réarrangeant un peu, on obtient

o0

i (/OL py, () ; (x) ) )+ Z (/ £ (@) &7 (2) dx) 1) =pilh

=1 N \ J/
-~ -~

M{‘(SM K:(Skz

ou apparaissent les masses et raideurs généralisées M} et K; définies par

u®; () ®; (x) de (7.3.4)

EI®; (z) " (z) da. (7.3.5)

et la force généralisée dans le mode k définie par
L
pr(t) = /@k (x)p(x,t)dx. (7.3.6)
0

De tous les termes de la sommation, un seul terme subsiste en raison de 1’orthogo-
nalité des modes propres, si bien qu’il reste a résoudre

Mk (t) + Kpqe(t) = py (1) k=1,..00 (7.3.7)

Nous avons donc transformé 1’équation aux dérivées partielles, en un systeme dé-
couplé (!) d’équations différentielles ordinaires. L’inconvénient est qu’il convient a
priori d’en résoudre un nombre infini. Notre connaissance de ’analyse des systemes
discrets révele cependant la possibilité de tronquer la représentation de la réponse a
une liste de M modes sélectionnés (superposition modale).

Tout comme pour les systemes discrets (pour lesquels il était difficile de construire
une matrice d’amortissement C), il n’est pas possible, pratiquement, d’introduire
les termes d’amortissement dans I’équation continue (7.1.1). Pour cette raison, et
parce que de toute facon l'amortissement est une grandeur que 'on ne peut que
difficilement appréhender dans les applications du génie civil, on considere souvent
que 'amortissement n’affecte pas le découplage modal. Cela signifie que les équations
sont bel et bien résolues indépendamment les unes des autres. Simplement, un terme
d’amortissement (modal) est ajouté lors de la résolution de chacune d’elles

M Gr(t) + 286/ KM () + Kiqr(t) = py (t) (7.3.8)
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ol les & sont les coefficients d’amortissement choisis.

En résumé, la résolution de I’équation aux dérivées partielles suit donc de la démarche
suivante

1. calculer les modes propres de la structure,
2. calculer les masses et raideurs généralisées a l'aide des relations (7.3.4) et
(7.3.5),

. calculer les forces généralisées (7.3.6),

4. résoudre alors les systemes a 1-DDL ainsi obtenus. On définit (souvent a
I'avance) le nombre M de modes propres conservés pour le calcul et on obtient
ainsi les réponses dans chacun des modes ¢; (t). Cette étape peut se faire de
fagon analytique (intégrale de Duhamel p.ex) ou de fagon numérique (méthode
pas-a-pas, p.ex) ;

5. revenir finalement aux déplacements des noeuds de la structure a 1’aide du
changement de variables initialement utilisé, c¢’est-a-dire

w

v (z,t) = Z D; () gi(t). (7.3.9)

Dans le cas particulier de la poutre sur deux appuis simples, les masses et raideurs géné-
ralisées valent :

L
MP = /usin ?dw = %
0
i im\* 0 ITX ir\* L
0
On peut également vérifier que
im\4 L
K, EI(Z)*L
7.4 Exemples
Vibrations libres d’une poutre encastrée libre ?
$»(0)=0;¢'(0)=0—-B+D=0,A+C=0 (7.4.1)
d"I(L=0;¢""(L)=0 (7.4.2)
A(sinkL +sinh kL) = —B(coskL + coshkL) (7.4.3)
A(coskL 4+ coshkL) = —B(—sinkL +sinhkL) (7.4.4)
kL = 1.88,4.69,7.85, ... (7.4.5)
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Chapitre 8

Analyse dynamique stochastique

8.1 La théorie des probabilités

Une variable aléatoire est un nombre, résultat d’une expérience aléatoire telle le jet
d’'un dé a six faces, le tirage d’'une boule de Lotto, la température a Scarborough
le jour de Noél, le déplacement maximal annuel de la tour Taipei, etc. Le but de
la théorie des probabilités est de caractériser statistiquement ces résultats scalaires
d’expériences aléatoires. Ceci est généralement réalisé a 1’aide de la densité de pro-
babilité. Cette théorie recourt aussi largement aux notions de moyenne, variance ou
écart-type introduites a l'occasion de la théorie des statistiques. Bien qu’ayant le
méme sens physique, ces grandeurs ne se rapportent cependant dans ce cadre ni a
une population ni a un échantillon, mais permettent de représenter cette densité de
probabilité (souvent de la paramétrer).

Afin d’introduire les notions de fonction et de densité de probabilité, considérons les
disques de la figure 8.1.1. Ils sont tous deux munis d’une aiguille tournante fixée en
leur centre. L'un est marqué de dix traits séparant des régions identiques numérotées
de 1 a4 10 (variable discrete) alors que 'autre est gradué en degrés de 0°a 360° (variable
continue). L’expérience aléatoire consiste a faire tourner l'aiguille et a attribuer une
valeur discréte (un nombre entier entre 1 et 10) ou continue (un angle entre 0°et
360°) a la variable aléatoire .

Pour le premier disque, les dix nombres auront la méme probabilité d’occurrence
étant donné que les régions délimitées sont identiques. Cette probabilité est estimée
par le rapport entre le nombre de résultats favorables et le nombre total de résultats
équiprobables possibles. Par exemple, la probabilité que le résultat de cette premiere
expérience soit égal a 2 s’exprime par

plr=2)=——=—. (8.1.1)

Cette définition de la probabilité ne fait qu’exprimer autrement la tournure de phrase
habituelle : m chaque nombre a une chance sur dix d’étre obtenu m. Une premiere
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FIGURE 8.1.1 — Expériences aléatoires (résultat discret ou continu).
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FIGURE 8.1.2 — (a) Fonction de probabilité de I'expérience 1 - (b) Fonction de

probabilité quelconque.

facon de représenter cette variable aléatoire discrete est sa fonction de probabilité qui
attribue a chaque résultat possible z; sa probabilité d’occurrence

pu(7:) = p(a = 73). (8.1.2)

La figure 8.1.2 représente la fonction de probabilité de la variable aléatoire de la pre-
miere expérience (variable uniforme). On constate effectivement que chaque nombre
(1 & 10) a la méme probabilité d’occurrence. Cette figure montre également un
exemple plus général de fonction de probabilité. Dans ce cas, les résultats -10, 0
et 10 ont manifestement une plus grande probabilité d’occurrence.

Cette maniere de définir les probabilités (8.1.2) implique que la somme des probabili-
tés associées a chaque résultat possible soit égale a 'unité, ce qui exprime simplement
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FIGURE 8.1.3 — (a) Fonction de répartition de 'expérience 1 - (b) Fonction de répar-
tition quelconque.

le premier axiome de Kolmogorov

D pelw) =1 (8.1.3)

Une autre maniere de caractériser la variable aléatoire est sa fonction de répartition
qui attribue a chaque valeur a la probabilité que la variable aléatoire = lui soit
inférieure

F.(a) =p(z < a). (8.1.4)

Vu sa définition, la fonction de répartition peut aussi s’écrire

a

F,(a) = Z plr =x;) = Z pa (T4) - (8.1.5)

1=—00 i=—00

Cette formulation montre que la fonction de répartition est monotone, prenant les
valeurs F(a) = 0 en a = —o0 et Fy(a) = 1 en a = +oo . A titre d’illustration,
la figure (8.1.3) représente les fonctions de répartition associées aux fonctions de
probabilité de la figure 8.1.2. Puisque les fonctions de probabilité sont définies en des
valeurs discretes, les fonctions de répartition sont des sommes de fonctions-échelons.

Concernant la seconde expérience aléatoire, la définition donnée de la fonction de
probabilité n’a plus guere d’intérét dans la mesure ou le nombre de résultats équi-
probables possibles devient infini. Par contre, la fonction de répartition garde tout
son sens

F.(a) =p(z < a). (8.1.6)

La figure 8.1.4-b, homologue continu de la figure 8.1.3-a, indique la fonction de ré-
partition de la seconde expérience aléatoire. Cette fonction vaut 0 pour des valeurs
de a inférieures a 0° et vaut l'unité pour des valeurs de a supérieures a 360°. En
effet, la probabilité d’obtenir un résultat d’une part inférieur a 0° est nulle et d’autre
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FIGURE 8.1.4 — (a) densité de probabilité de I'expérience 2 - (b) fonction de réparti-
tion de 'expérience 2.

part inférieur ou égal a 360° est unitaire (100%). Entre ces deux limites, la fonction
évolue linéairement puisque le disque est gradué uniformément.
On définit alors la densité de probabilité (qui est I’équivalent continu de la fonction
de probabilité) par

_ dR)
o dx

px() (8.1.7)

que l'on peut également écrire

a
F.(a) = / pa(z)dz. (8.1.8)
—00
Puisque la fonction de répartition est monotone croissante, la densité de probabilité

est toujours positive.

L’interprétation physique de cette grandeur est assez simple puisque la densité de
probabilité n’est qu’un passage a la limite de la fonction de probabilité. De toute
facon, il suffit de considérer que

pz(a)da = dF,(a) = Fy(a+da)—F,(a) = p(z < a+da)—p(z < a) = p(a < z < a+da)
(8.1.9)

et p.(a)da représente donc une probabilité relative que la variable aléatoire = se
trouve entre a et a + da.

Dans les applications de la dynamique aléatoire, les variables traitées sont le plus
souvent continues si bien que la fonction la plus souvent utilisée est la densité de
probabilité. Cette fonction renferme une quantité d’information généralement trop
importante de sorte qu’on lui préfere des grandeurs scalaires qui en sont dérivées.
Dans ce but, on définit 'opérateur E|], l’espérance mathématique, qui associe une
quantité scalaire a une fonction quelconque de la variable aléatoire

—+00

Elf(z)] = [ (@) pa(w)dz. (8.1.10)
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On utilise cet opérateur de fagon a définir une ensemble de grandeurs scalaires qui,
bien qu’elles ne représentent pas strictement la fonction de probabilité, permettent
cependant d’en tracer 'allure générale. Une fagcon habituelle de procéder consiste
a utiliser 'espérance mathématique de =™ pour n = 1,2,.... On obtient ainsi les
moments !

— d’ordre 1, la moyenne notée y ou T

E [x] :,uzfz/_ ooxpr(a:)da: (8.1.11)

[e.e]

qui n’est rien d’autre que le barycentre de la densité de probabilité;
— d’ordre 2 : le carré moyen

E[7*] =22 = /_+OO 2*p,(v)dz. (8.1.12)

oo

On définit également les moments centrés * qui ont ’avantage de donner une meilleure
représentation physique de la dispersion (ordre 2) et de la symétrie (ordre 3) autour
de la moyenne :

— moment centré d’ordre 2 ou variance

400
Bl == [ (o= pala)dn =7 - (5.1.13)

[o¢]
Cette grandeur, toujours positive, est un indicateur de la dispersion autour de

la moyenne. On utilise aussi souvent I'écart-type o = /22 — p2 qui a Pavantage
d’avoir les mémes unités que la moyenne ; I'écart-type rapporté a la moyenne
donne une idée de la dispersion ou de I'intensité : d = % ;

— moment centré d’ordre 3

—+00

Elw-w] == [ @' ns (8.1.14)

—00

ol 3 est le coefficient de dissymétrie.

La densité de probabilité et la fonction de répartition de la variable aléatoire gaussienne
s’expriment par

1 _e-w?

pa(z) = ¢ (8.1.15)
2mo
@ 1 _e-w?

Fyla) = / % da (8.1.16)
oo V27O

Cette variable est caractérisée par les deux seuls parametres p et o qui s’identifient a la
moyenne et a 1’écart-type. On peut vérifier ceci en introduisant I’expression de p,(z) dans

1. le moment d’ordre 0 est toujours égal & 1 (cf. premier axiome de Kolmogorov).
2. le moment centré d’ordre 1 est toujours égal a 0
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et (b) fonction de répartition d'une dis-
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FIGURE 8.1.7 — illustration des fractiles (n=2).

(8.1.11) et (8.1.13). Dans le cas de la variable aléatoire gaussienne, le passage de la densité
de probabilité aux moments d’ordre 1 et 2 s’effectue donc sans perte d’information. C’est
en partie pour cette raison que la variable aléatoire gaussienne est largement utilisée ; cette
propriété n’est évidemment pas une regle générale.

On constate également que, pour cette variable aléatoire, le mode, la médiane et la moyenne
sont confondus. Le parametre p est donc également la valeur la plus probable mais aussi
celle pour laquelle il y a une chance sur deux d’obtenir une valeur supérieure ou inférieure.
La forme mathématique de ’expression indique aussi que o représente effectivement une
dispersion autour de la moyenne puisque si o tend vers 0, la densité de probabilité p,(x)
tend vers une fonction de Dirac centrée en z = p alors que si o tend vers infini, p,(z)
tend vers une fonction constante, et nulle, cf. Fig. 8.1.6.

Lorsqu’on parle de la variable aléatoire gaussienne, on fait souvent référence aux probabi-
lités que la variable aléatoire se trouve en dehors des intervalles du type [ — no; p + no|
(fractiles). Ces probabilités sont représentées graphiquement par la surface hachurée de
la figure (8.1.7). L’utilité pratique de ceci réside en la constatation que, pour n = 3, la
probabilité d’avoir une valeur en dehors de l'intervalle est tres faible (tableau 8.1) si bien
que ’on considere en pratique que u— 30 et u+ 30 sont les valeurs minimales et maximales
que la variable aléatoire puisse raisonnablement prendre. [

n|p(p—no<z<pu+no)|1—p(u—no<z<p+no)
1 68,3 % 31,7 %
2 95,4 % 4,55 %
3 99,7 % 0,27 %

TABLE 8.1 — Probabilités associées aux limites de fractiles

Dans les problemes traités en pratique, il est vraiment rare de pouvoir représenter le
phénomene étudié a 1’aide d’une seule variable. L’analyse dynamique d’un batiment
ou d’'un tablier de pont nécessite par exemple plusieurs modes de vibration pour une
représentation correcte. Il est donc également nécessaire d’introduire les notions de

164



FI1GURE 8.1.9 — Densité de probabilité conjointe entre deux variables aléatoires con-
tinues.

densité de probabilité conjointe entre plusieurs variables aléatoires.

Imaginons donc maintenant que le résultat de I'expérience aléatoire ne soit plus un
seul nombre x, comme dans le cas du lancage des disques du paragraphe précédent,
mais plutot deux nombres x et y. Ces résultats peuvent a nouveau étre discrets ou
continus, ce qui mene a la distinction entre fonction de probabilité conjointe et densité
de probabilité conjointe.

Etant donné que les variables traitées en pratique sont supposées continues, les détails
ne sont pas donnés en ce qui concerne les variables discretes; seul un exemple de
fonction de probabilité conjointe est représenté, cf Fig. 8.1.8. A chaque paire (z;,y;)
est associé un batonnet dont la valeur représente la probabilité que x soit égal a x;
et que y soit égal a y;. Lorsque les variables x et y sont continues, on parle de densité
de probabilité conjointe et on représente cette fonction a ’aide d’une surface dans
I’espace a trois dimensions. Le sens physique de cette fonction peut étre simplement
transposé du cas a une seule variable aléatoire

Pay(a,b)dadb=pla <z <a+da et b<y<b+db). (8.1.17)
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La densité de probabilité conjointe contient plus d’information que les densités de
probabilité marginales (c’est-a-dire de x ou y seuls) dans la mesure ou ces derniéres
fonctions peuvent étre obtenues par intégration

pe(a) = /+Oop$y(a,b)db

—00

—+00

p(b) = / pay(a, b)da. (8.1.18)
La densité de probabilité conjointe permet également d’obtenir de nouvelles gran-
deurs prenant en compte la corrélation entre les variables x et y. Il s’agit des densités
de probabilité conditionnelles

_ Pay(a,b)
px/y(a’b) B py(b)
pyela,b) = %. (8.1.19)

Elles représentent les densités de probabilité de la variable z (resp. y) lorsque y (resp.
x) est fixé & une valeur connue b (resp. a). Si les deux variables aléatoires x et y sont
indépendantes, la densité de probabilité de “x lorsque y est connu” est indépendante
de la valeur b prise par y. Elle est donc évidemment confondue avec la densité de
probabilité marginale de la variable x définie par la relation 8.1.18. Ceci se traduit
par
pepplat) = 2D ) = pafa) (8.1.20)
py<b>
Si les variables aléatoires x et y sont indépendantes, la densité de probabilité conjointe
s’exprime donc par
Pay(a,b) = pa(a)py(b). (8.1.21)

Les quelques développements menés ci-dessus montrent que la densité de probabilité
conjointe est une fonction qui renferme une quantité d’information assez importante.
Tout comme la densité de probabilité d’une seule variable aléatoire, on lui préfere
souvent des grandeurs scalaires représentatives des notions que l'on peut estimer.
Elles sont définies a partir de 'opérateur d’espérance mathématique suivant

+o0 +o0
Bl = [ [ r@wpategddy (8.1.22)

Lorsque f(x,y) n’est quune fonction de x ou de y , on retrouve l’espérance mathé-
matique telle qu’elle a été définie a I'occasion des variables aléatoires simples. Par
exemple

— la moyenne de x

+o00  poo too
ey =Elz] =T = / / TPy, y)dedy = / xp.(x)de,  (8.1.23)

[e.9]
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— la moyenne de y

oo poo +oo
py = Ely] = =/ / YDay (T y)dxdy—/ yp.(y)dy,  (8.1.24)

o

— la variance de =

+oo +oo
02=F [ x — ,ugg / / (x — pg) pxy(x y)dzdy, (8.1.25)

— la variance de y

+oo +oo
U; E[y :uy / / (y — y) pa:y(x y)dzdy. (8.1.26)

Ces notions (moyennes et variances) ne permettent que de caractériser une seule
variable aléatoire et non la corrélation existant entre plusieurs d’entre elles. Il est
donc important de définir

— le moment croisé appelé aussi corrélation

+o00 400
Elzy] = / / TY Pay(@, y)dady, (8.1.27)

— et moment central croisé appelé aussi covariance :

oy = Ello = ) s )] = [ ) / " (o= 1) (4 = ) Pay (s )y,
o (8.1.28)

Contrairement aux variances de x et y, la covariance peut étre négative. On lui
préfere souvent le coefficient de corrélation adimensionnel p,, défini par

Oy
oy = ———. 8.1.29
Pzxy 020, ( )

On peut démontrer grace a l'inégalité de Cauchy-Schwartz® que ce coefficient est
toujours compris entre —1 et 1.

Lorsque plus de deux variables aléatoires sont considérées en méme temps, les va-
riances et covariances sont regroupées dans la matrice de covariance [o] :

2
01 P120102 -+ P1n010p
2
P120102 0y s P2n020y,
(0] = , . , , (8.1.30)
2
P1n010n  P2n,020, - - Un

Le but de I'analyse stochastique est de définir de telles matrices par exemple, pour
les efforts internes dans un élément ou pour les déplacements de ses extrémités. L’es-
timation de la matrice de covariance entiere et non pas de ses éléments diagonaux

(Fe¥)’ _ (Zimiwi)2
3 e = St =1
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uniquement permet d’obtenir, en plus d'un effort extréme, une densité de proba-
bilité conjointe entre éléments de réduction différents. Les termes hors diagonale
permettent en effet d’apprécier la corrélation entre diverses variables aléatoires, et
donc les valeurs concomitantes aux efforts extrémes par exemple.

Dans certains cas, il peut également s’avérer intéressant de calculer des matrices
de covariance entre efforts en différents endroits de la structure (par exemple, pour
un portique, les moments maxima en pieds de colonnes se produisent-ils en méme
temps 7) ou méme entre efforts et déplacements (pour une poutre console, quelle est
la relation entre le déplacement en téte et le moment d’encastrement ?)

La densité de probabilité conjointe entre deux variables aléatoires gaussiennes centrées x
et y s’écrit

M)

—1 12 Tz Y Y
_ =1 |zl _ o, Y 4 Y

Pay(T,y) = (8.1.31)

210,01 — p?

On vérifie aisément que les densités de probabilité marginales de x et y s’expriment res-
pectivement par

+oo 1 _Lzz
€T — x, dxr = e 20%
pe@) = [ (e =
+oo 1 _y -
py(y) = / pfl‘y(x’ y)dl’ = \/%0_ (& 20y . (8132)
—00 Y

A partir de celles-ci, il est alors possible de déterminer les densités de probabilité condi-
tionnelles entre les variables = et y. Par exemple, la densité de probabilité de = lorsque y
est fixé

~(=-r3)
pz/y(x)y) = M = ! e 202(1-p%)
py(y) V27101 — p?

En comparant le résultat obtenu avec la formulation générale d’'une densité de probabilité
gaussienne, cf (8.1.16), on se rend compte qu’il ne s’agit en fait que d’une nouvelle variable
aléatoire gaussienne dont la moyenne et 1’écart-type sont donnés par

Og

M= pYy—
Oy

o = oz\/1—p2 (8.1.33)

En premiere ligne, la figure 8.1.10 schématise des densités de probabilités conjointes entre
les variables aléatoires x et y pour différentes valeurs du coefficient de corrélation. Ensuite,
pour chacun des cas de corrélation considérés, elle reprend les densités de probabilités
conditionnelles obtenues pour x lorsque la valeur de y est fixée a 0.70, :

— p = —0.8 : corrélation négative entre les variables x et y. Lorsque y est plus grand
que sa moyenne, il y a plus de chance que x soit plus petit que sa moyenne;

— p = 0 : pas de corrélation. Quelle que soit la valeur prise par la variable aléatoire
y, la densité de probabilité de = reste inchangée et égale a sa densité de probabilité
marginale ;
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F1cURE 8.1.10 — Corrélation entre deux variables aléatoires gaussiennes.

— p = 0.4 : corrélation positive entre les variables x et y. Lorsque y est plus grand que
sa moyenne, il y a plus de chance que x le soit également.
On constate sur cette figure que plus la corrélation est grande entre les deux variables (en
valeur absolue), plus la valeur de = est restreinte lorsque celle de y est fixée. Ceci est tout
a fait conforme a 'intuition et est confirmé par la relation 8.1.33 qui fournit une variance
d’autant plus faible que le coefficient de corrélation p s’approche de 'unité. [

8.2 La théorie des processus aléatoires

Considérons maintenant que les résultats des expériences aléatoires ne sont plus
des scalaires (variables aléatoires) mais plutot des fonctions d’'un ou plusieurs para-
metres (processus aléatoires). Au lieu de tirer au sort une boule de Lotto, 'expérience
consiste a tirer au sort une réponse dynamique en un point d’une structure, une évo-
lution de la rugosité le long d’une route, une ordonnée du profil de la mer, une
accélération du sol lors d’un tremblement de terre, une évolution au cours du temps
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de la vitesse du vent en un point donné de ’espace, etc.

Chaque échantillon (relevé ou imaginable) d’une expérience aléatoire est unique en
son genre. Quand on tire une boule de Lotto, une variable aléatoire, on n’en tire
qu'une seule. Quand on mesure la vitesse du vent en un point pendant 10 minutes,
un processus aléatoire, on n’a qu’une seule mesure. Il existe cependant des caracté-
ristiques générales attribuables au résultat de 'expérience aléatoire, de fagon que si
I’on reproduisait I'expérience un grand nombre de fois et que ’on réalisait un traite-
ment statistique de ces mesures, on pourrait obtenir une estimation statistique d’une
grandeur probabiliste utilisée pour modéliser 'expérience. Par exemple, répéter le tir
d’une boule de Lotto un grand nombre de fois permet de reproduire la densité de
probabilité (a I’aide de I’histogramme statistique). Il existe donc une fagon théorique
de modéliser les résultats d’expériences. Dans ce cas, c’est la densité de probabi-
lité. Exactement comme les variables aléatoires sont caractérisées par leur densité de
probabilité, les processus aléatoires sont caractérisés par d’autres grandeurs mathé-
matiques qui permettent de représenter leur nature probabiliste.

Ce modele probabiliste est I’élément essentiel de I’analyse. Si on ne connaissait pas la
fonction de probabilité associée au tirage d’une boule de Lotto, comment pourrait-on
estimer nos chance de gagner 7 notre intérét a jouer 7 comment pourrait-on simuler
un tirage Lotto sur notre ordinateur ? Il est important de remarquer que, pour es-
timer nos chances de gagner au Lotto, on n’a pas besoin de simuler le tirage d’un
grand nombre de boules, puis a réaliser un traitement statistique. Non, notre bonne
connaissance de l'analyse combinatoire nous apprend directement a calculer cette
probabilité, sans avoir a simuler un grand nombre d’échantillons.

Ce raisonnement fondamental peut étre transposé aux processus aléatoires. Leur
caractérisation a I’aide de grandeurs mathématiques va nous permettre de réaliser
I’analyse de la structure, sans avoir a observer un seul échantillon. Cependant, pour
observer ou mieux comprendre la finesse de la réponse dynamique, il peut étre envi-
sageable de simuler des échantillons de processus aléatoires, mais ceci n’est a priori
pas nécessaire pour l'analyse probabiliste! Dans ce cas, il faut que la description
mathématique que nous allons donner des processus aléatoires en permette la géné-
ration, tout comme la connaissance de la densité de probabilité permet de simuler le
tirage d'une boule de Lotto.

En guise de préliminaire, la figure 8.2.1 illustre des échantillons d’accélérogrammes
(a gauche) et de vitesse de vent (a droite). On constate que les échantillons de
chaque colonne ont effectivement quelque chose de semblable et on peut facilement
percevoir qu’il existe une fagon théorique de modéliser ces objets probabilistes. Cette
figure montre par exemple que l'accélération du sol en un endroit donné est non
stationnaire, que son enveloppe ainsi que son contenu fréquentiel sont plus ou moins
constants. Par contre, la vitesse du vent peut étre admise comme étant stationnaire
(sur des durées suffisamment longues).
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FIGURE 8.2.1 — Exemples d’échantillons de processus aléatoires (accélération du sol,
vitesses de vent.

Caractérisation des processus aléatoires

Etant donné qu'un processus aléatoire n’est jamais qu'une succession de valeurs
infiniment proches les unes des autres, il est tout a fait naturel d’essayer de les
caractériser de la méme maniere que les variables aléatoires. Il parait donc logique
d’utiliser la densité de probabilité de premier ordre p,(z,t) qui est maintenant une
fonction du temps puisque la densité peut éventuellement évoluer au cours du temps
(cas d'un processus instationnaire). Comme dans le cas d’une variable aléatoire,
pz(x, t)dx représente la probabilité que la fonction prenne une valeur comprise entre
x et x + dx a l'instant t.

La figure 8.2.2 montre par exemple la densité de probabilité de premier ordre d'un
processus gaussien instationnaire dont la moyenne augmente et la variance diminue
au cours du temps. La connaissance de cette fonction permet de déterminer un fuseau
enveloppe en dehors duquel un échantillon du processus a peu de chance de se trouver.
Il suffit de constater qu’en chaque instant il y a une probabilité de 0.997 (Tab. 8.1)
que ’échantillon se trouve compris entre p(t) — 3o(t) et u(t) + 30(t). Ceci permet
d’obtenir le fuseau représenté en traits pointillés sur le graphique central .

On comprend aisément que cette premiere densité de probabilité donne déja une
quantité d’information non négligeable sur le processus mais elle ne le caractérise
pas encore suffisamment. C’est pour cette raison que l'on introduit la densité de
probabilité d’ordre deux p.(xq,t1; 29, ts) telle que p.(xy,t1;xa, ta)dridas Teprésente

4. Nous verrons dans la suite qu’il existe des méthodes plus précises pour estimer les valeurs
extrémales qu’'un échantillon de processus aléatoire peut prendre
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FIGURE 8.2.2 — Densité de probabilité de premier ordre (processus instationnaire).

la probabilité que = se trouve entre z; et x; + dr; a l'instant t; et entre x, et
o+ dxo a 'instant t9. La caractérisation du processus aléatoire semble désormais se
préciser petit a petit mais on imagine facilement qu’'une caractérisation complete du
processus nécessiterait de définir les densités de probabilité d’ordres de plus en plus
élevés (jusqu’a l'infini, en principe).

Connaissant la densité de probabilité d’un certain ordre, il est toujours possible de
retrouver les densités de probabilité d'un ordre inférieur par intégration. Par exemple,
pour obtenir la densité de probabilité d’ordre 1 a partir de la densité de probabilité
d’ordre 2, il suffit d’intégrer sur -

“+oo
pa(21,t1) = / Pa(T1, t1; T2, to)dxs. (8.2.1)

—00

Cette définition est a rapprocher de la densité de probabilité conjointe de plusieurs
variables aléatoires. En effet, ces deux notions permettent d’une part d’apprécier
une éventuelle corrélation entre variables pour 'une ou entre valeurs prises par la
fonction en différents instants pour 'autre. D’autre part, ce sont des notions tres
completes puisqu’elle permettent par exemple de retrouver des densités de probabilité
marginales (d’ordre inférieur).

Cette premiere maniere de caractériser un processus aléatoire est tres complete mais
peu évidente a mettre en oeuvre en pratique. C’est la raison pour laquelle on se
contente souvent de représenter les densités de probabilité de différents ordres en
moyennant de fagon a éliminer la dépendance par rapport a la fonction z. A I'instar de
ce qui est fait pour les variables aléatoires, on définit des espérances mathématiques
d’ordres 1 et 2 par

+oo
Bl @I= [ ) ple (822)
+oo  pHo00
Elf (x1,29)] = / ) f (1, m2) pr(1, t1; 29, to)dxy ds. (8.2.3)
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FiGURE 8.2.3 — Illustration de la moyenne et de 'autocovariance d’un processus
instationnaire (les deux graphiques du dessus représentent des échantillons du pro-
cessus).

On utilise ainsi assez régulierement les fonctions moments d’ordre 1 comme la moyenne

+o0o
U (t) = FElz] = /_ xp.(x,t)dx (8.2.4)

o0

qui est naturellement une fonction du temps maintenant. Une fonction qui joue un
role essentiel dans la caractérisation des processus aléatoires est la fonction d’auto-
corrélation, la fonction moment d’ordre 2, définie par

“+oo “+oo
E [1]11‘2] = / / l’ll'gpx(l'l, tl, 9, tg)dlﬁldl'g. (825)

On définit également la fonction d’autocovariance qui est la fonction d’autocorréla-
tion centrée

Ruw(tr,t2) = Ef(21 — p (1)) (22 — p (t2))]- (8.2.6)

La figure 8.2.3 représente une illustration des deux premieres fonctions moments.
L’évolution de la moyenne est conforme a I'intuition habituelle qu’elle donne. Quant
a l'autocovariance, on constate qu’elle est d’autant plus grande que t; et ¢y sont
faibles. En effet, les échantillons représentés ont une plus forte variabilité aux premiers
instants. De plus, on remarque qu’elle prend des valeurs plus importantes dans le
plan bissecteur des axes t; et to, c’est-a-dire lorsque t; et ty sont proches. Il est en
effet attendu que les valeurs d’un signal en deux instants différents soient fortement
corrélées lorsque les deux instants considérés sont proches les uns des autres et moins
corrélées dans le cas contraire.
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FIGURE 8.2.4 — Tllustration de I'ergodicité.

Les deux premiers moments jouent un role particulierement important dans la mesure
ol en cas de processus gaussien, ils suffisent a caractériser entierement le processus.
De plus, les moments d’ordres plus élevés sont bien plus ardus a obtenir lors de I'iden-
tification et, lors d’essais, on ne sait généralement pas déterminer les caractéristiques
d’ordres supérieurs a trois.

Pour les processus stationnaires, ces deux fonctions sont indépendantes d’un chan-
gement de l'origine du temps. Ainsi, p,(t) = u, est une constante et Ry, (t1,t2) =
R..(At) devient une fonction du décalage temporel At = t5 — t;. Dans la suite des
développements, nous nous limitons a I’étude de processus stationnaires. Il est égale-
ment important de noter que les définitions données de la moyenne et de la fonction
d’autocorrélation font intervenir les densités de probabilité inconnues a priori. Bien
que ces relations en constituent la définition, les fonctions moment sont généralement
utilisées autrement en pratique. En effet, les relations qui font appel a des moyennes
d’ensemble (notée E| ]) sont peu faciles a utiliser. Au lieu de parcourir un ensemble
d’échantillons et de relever la valeur de la fonction en un instant choisi, il serait pré-
férable de ne considérer quun seul échantillon et de réaliser la moyenne en faisant
varier cette fois le temps. Le théoréme d’ergodicité postule que ces deux moyennes
sont égales. Il s’agit la d'une hypothese simplificatrice trés importante mais qui est
souvent posée pour les processus stationnaires.

La fonction d’autocorrélation calculée sur un échantillon d’un processus stationnaire
par
+T/2
R, (At) = lim —/ x(t)z(t + At)dt (8.2.7)
T—o0 —T/2
est donc supposée représenter la fonction d’autocorrélation du processus aléatoire.
Il s’agit d’une estimation statistique d’une grandeur probabiliste, au méme titre
quun histogramme d’une valeur aléatoire est utilisé pour approcher sa densité de
probabilité.
L’équation (8.2.7) permet également d’interpréter plus facilement la notion de cor-
rélation : R,,(At) prendra en effet des valeurs d’autant plus grandes que z(t) et
z(t + At) ont des valeurs proches, c¢’est-a-dire sont corrélées. Par exemple pour un
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FIGURE 8.2.5 — Interprétation de la fonction d’autocorrélation (processus station-
naire).

processus aléatoire dont la fonction d’autocorrélation serait représentée par le dessin
de la figure 8.2.5, on peut affirmer que la connaissance de la valeur de la fonction en
I'instant ¢ n’aidera presqu’en aucune maniere a la connaissance de la valeur en ¢t +3 .
Par contre, la valeur prise en 'instant ¢ influence dans une mesure certaine la valeur
prise en t + 0.5.

Propriétés des fonctions moments

L’équation (8.2.7) est la forme habituelle sous laquelle est représentée la fonction
d’autocorrélation. Comme annoncé, elle est bien plus maniable que la définition de
base. De cette nouvelle forme, on peut par exemple déduire ces propriétés impor-
tantes :

— la valeur de la fonction d’autocorrélation a l'origine est égale a la variance (de
’échantillon)

e 2 2
R,.(0) = Th—?gof/_T/z = (t)dt = o, (8.2.8)
— la fonction d’autocorrélation est une fonction paire
+T/2
R, (—At) = lim —/ z(t)z(t — At)dt = R, (Al), (8.2.9)
T—o0 7T/2

— pour un processus stationnaire, la fonction d’autocorrélation est maximale a
I'origine. Cette propriété représente bien le sens physique que la corrélation doit
faire passer : la fonction d’autocorrélation représente un certain pourcentage
de certitude sur z(t + At) lorsque z(t) est connu.

|R.(At)| < R, (0)  (conséquence de Cauchy-Schwartz), (8.2.10)
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— les fonctions d’autocorrélation des dérivées de x sont estimées par

—d? R, (At)
B(At) = ——— 2 2.11
Ry (A1) N (8.2.11)
d* R, (At)

Cette propriété est intéressante lorsqu’il s’agit par exemple de calculer la fonc-
tion d’autocorrélation de la vitesse ou l'accélération en un point lorsque 'on
connait celle de son déplacement. On peut démontrer ces relations en dérivant
la fonction d’autocorrélation par rapport a At

+T/2 +T/2
dR.y(A) lim l/ 2(t)i(t + At)dt = lim l/ x(t — At)a(t)dt.

dAt T—oo T’ —T/2 T—o0 -T/2
(8.2.13)
Une seconde dérivation donne

dQR;Ba;(At +T/2

——— = lim —— (t — At)x(t)dt = —R,;; (At 8.2.14

e =i~ [l ANid = —Ru(d) (214
/

et un raisonnement similaire permet d’obtenir la fonction d’autocorrélation de

I’accélération.

Les densités spectrales de puissance

La fonction d’autocorrélation est définie non négative : quelle que soit la fonction
complexe h(t) définie sur U'intervalle [a,b] , on a

b b
/ / Rua(t1, ta) R h(ta)dtrdts > 0. (8.2.15)

Ceci implique (théoréme de Bochner) que la transformée de Fourier de la fonction
d’autocorrélation soit toujours positive. Cette fonction occupe un role majeur dans
I’analyse stochastique des structures. Elle porte le nom de densité spectrale de puis-

sance
1 [t

Il s’agit donc d’'une fonction positive et réelle puisque la fonction d’autocorrélation
est paire. Les deux fonctions S,,(w) et R,,(7) forment donc une paire de Fourier. La
relation directe (8.2.16) et la transformée inverse

Ry (T)e 747 dr. (8.2.16)

+oo
R (1) = Spe(w)e’ T dw (8.2.17)
forment les égalités du théoreme de Wiener-Khintchine. Lorsque ’on remplace 7 par
0 dans cette seconde équation, on obtient la propriété fondamentale de la densité
spectrale de puissance (figure 8.2.6),

R..(0) = /_ - Spe(W)dw = o2 (8.2.18)
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FIGURE 8.2.6 — Propriété fondamentale de la densité spectrale de puissance.

a savoir que l'intégrale de la densité spectrale de puissance sur le domaine des fré-
quences est égale a la variance du processus considéré®. Elle représente une distri-
bution fréquentielle de 1’énergie (la variance) contenue dans le processus aléatoire.
Par le théoreme d’ergodicité, on peut estimer la densité spectrale de puissance d’un
processus a partir d’'un échantillon représentatif

.27 2
Sun() = Jim 2T X (. T) (32.19)
ol les X (w,T) = 5= jTT//22 x(t)e~“'dt représentent les transformées de Fourier tron-

quées de chacun des échantillons. Cette relation permet également d’interpréter la
densité spectrale de puissance comme une répartition fréquentielle de I’énergie conte-
nue dans le processus aléatoire. Il s’agit donc d’un moyen supplémentaire a la tradi-
tionnelle transformée de Fourier de la réponse pour caractériser le contenu fréquentiel
d’un signal.

Les propriétés développées concernant les fonctions d’autocorrélation peuvent étre
transposées aux densités spectrales de puissance en prenant la transformée de Fourier
membre & membre de la relation en question. Ainsi, par exemple, la relation entre le
processus et sa dérivée devient

—d* R, (At) )

Ris(At) = —— == = 853(w) = wSh(w), (8.2.20)
d* R, (At) .

Ry (At) = —Aa T Sin(w) = WS, (W). (8.2.21)

5. L’analyse au vent turbulent travaille avec des densités spectrales de puissance légerement
différentes. On peut d’ailleurs souvent constater une certaine confusion dans la littérature. Le plus
simple pour introduire la différence consiste & mentionner cette propriété fondamentale; pour les
densités spectrales utilisées dans I’analyse au vent turbulent, elle s’exprime par 02 = 0+OO Szz(n)dn.
La variance du processus est donc obtenue en intégrant sur les fréquences et non pas sur les pulsa-
tions. De plus, afin de ne travailler qu’avec des fréquences positives (dont on pergoit mieux le sens
physique), les bornes d’intégration sont 0 et +o00. Jusqu'a la fin de ce chapitre, nous continuerons
cependant d’utiliser les notations habituelles & la théorie des processus aléatoires.
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On est généralement amené a définir les moments spectraux par la relation

+00 )
m; = / |w|* Sz (w)dw. (8.2.22)

o

De cette définition, il découle que :

— le moment spectral d’ordre 0 s’identifie a la variance du processus (déplace-
ment),
— le moment spectral d’ordre 2 s’identifie a la variance du processus dérivé (vi-
tesse),
— le moment spectral d’ordre 4 s’identifie a la variance du processus dérivé deux
fois (accélération) .
Ces notions seront amplement utilisées a 1’occasion du calcul des probabilités de
franchissement de seuil et des valeurs maximales.

Le processus aléatoire le plus simple du point de vue analytique est le bruit blanc. Il est
défini par une densité spectrale de puissance constante

Saze(w) = So. (8.2.23)

Puisqu’elle est sa conjointe dans une paire de Fourier, la fonction d’autocorrélation associée
est donc une impulsion de Dirac centrée a l’origine

Ruu(At) = 21800 (At). (8.2.24)

Ce processus n’est pas physique puisqu’il est caractérisé par une variance infinie (intégrale
de la densité spectrale de puissance). Cependant, sous certaines conditions, un processus
réel peut étre approché par un bruit blanc. Cette approximation ne peut étre que locale si
bien que globalement le processus réel ne sera pas d’énergie infinie.[(]

Le processus a corrélation exponentielle, dit aussi de Ornstein-Uhlenbeck, est un autre
exemple intéressant qui indique clairement les deux propriétés principales de la fonction
d’autocorrélation, a savoir qu’elle est décroissante et que sa valeur en At = 0 représente la
variance du processus

Ryo(At) = o2ePIAY, (8.2.25)

La densité spectrale de puissance associée a cette autocorrélation peut étre obtenue a ’aide
de la premiere relation de Wiener-Khintchine

2 g

(8.2.26)

0

Une autre processus aléatoire couramment utilisé est le bruit blanc en bande limitée, dont
la densité spectrale de puissance est définie par

(8.2.27)

S (w) So pour wy — Aw < |w| < wo + Aw
w) =
0  sinon
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FIGURE 8.2.7 — Densités spectrales d'un bruit blanc en bande limitée.

Echantillon de processus en bande étroite (Aw/w, = 0.07)
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FIGURE 8.2.8 — Exemples d’échantillons de processus en bande limitée (étroit et

large).

ou Aw représente la demi-largeur de bande. On peut calculer les moments spectraux de ce
processus a ’aide de la relation (8.2.22) pour obtenir

mo = 02 = 4AwS)

A
ma = 4wt AwS) <1+_w)
3w0

Aw 1 Aw?
= dwiAwSy [1+2/— + == ).
my w0w0(+w§+5wé)

(8.2.28)

La figure 8.2.8 représente des échantillons (générés) de ce genre de processus aléatoire. Ils

présentent une forme plutot harmonique pour Aw < et plutét erratique pour Aw >. [
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FIGURE 8.2.9 — Partie du plan de phase concernée par le passage par le seuil x = £.

Statistiques des franchissements de seuil

Admettons pour le moment que nous connaissons les moyennes et densités spec-
trales des déplacements en chaque point de la structure (c’est-a-dire également les
variances, par intégration sur les fréquences). On peut ainsi obtenir la densité de
probabilité (de premier ordre) du déplacement, supposé gaussien, en chaque noeud. °
Ceci permet donc, toujours sous 'hypothese de variables gaussiennes, de reproduire
des densités de probabilité conjointes entre différentes variables. Ces densités de pro-
babilité ne suffisent pas car ce sont les valeurs maximales des efforts, déplacements
et accélérations qui sont intéressantes pour le dimensionnement de la structure. Une
premi¢re maniere assez brutale consiste & utiliser la variance o2 calculée et a dire
simplement que la probabilité d’avoir une valeur plus grande que p + 30 ou plus pe-
tite que pu — 3o est égale a 0,3% (voir tableau 8.1). Cette méthode pourrait a priori
donner une bonne idée de la valeur extréme mais reste a discuter dans la mesure ou
les fonctions étudiées sont continues et donc composées d’une infinité de valeurs, ce
qui devrait donc mener a 'obtention d’un maximum infini.

Les statistiques des valeurs extrémes développent des mathématiques qui permettent
une approche plus fine des valeurs extrémales. Cette théorie repose sur les statistiques
de franchissement de seuil d’une part et des valeurs maximales d’autre part.

Nous allons donc dans un premier temps déterminer la probabilité de franchissement
du seuil z = £ avec une pente positive entre les instants ¢ et t+dt. Si ’on considére un
intervalle de temps dt suffisamment court, on peut supposer que chaque échantillon
varie linéairement entre t et t + dt. Ainsi, la condition de franchissement du seuil est

£~ alt)

z(t) > o

(8.2.29)

6. De maniere plus complete, a partir des densités spectrales de puissance croisées, on peut
également obtenir les covariances des déplacements en différents points, des efforts en différents
points ou méme des covariances croisées entre le déplacement en un certain point de la structure et
Peffort en un autre endroit (par exemple, pour une poutre-console, la relation entre le déplacement
a extrémité et le moment a ’encastrement).
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Dans le plan (z,z), la condition de franchissement avec pente positive entre ¢ et
t + dt est donc représentée par la zone hachurée de la figure 8.2.9. La probabilité de
franchissement du seuil x = £ avec pente positive pg s’obtient donc en intégrant la
densité de probabilité conjointe entre x et x sur la zone hachurée

0 rg
= x, 7)drdr :/ / x, 7). dv di. 8.2.30
" // pod)iats = [ [ ploi)ds (8:2:30)

Pour un intervalle de temps dt infiniment petit, on obtient (intégration par rapport
a )

pZ:/)iﬁp@iMi:%Wt (8.2.31)
0

Puisque le processus est supposé stationnaire, il semble en effet assez logique que la
probabilité de franchissement du seuil z = £ pendant 'intervalle de temps dt soit
proportionnelle a dt ; si la durée d’observation est doublée, la probabilité de passage
par le seuil choisi est également doublée. Le parametre

@:Amw@@@ (8.2.32)

qui a été introduit a la dimension d’une fréquence. Il représente la fréquence de
passage " du seuil ¢ avec une pente positive. Cette formule est tout & fait générale et
peut étre particularisée dans le cas d'un processus gaussien centré, hypothese que ’'on
formule habituellement. Dans ce cas, la densité de probabilité conjointe s’exprime par

—1 z2 T T &2
1 2007 |02 Poso, ToT
2mo,00/1 — p? OpV 2T o\ 2T
(8.2.33)
ce qui correspond simplement au produit des densités de probabilité marginales
puisque le déplacement et la vitesse ne sont pas corrélés (p = 0)°. Pour un pro-
cessus gaussien, la fréquence de passage par le seuil x = £ s’exprime donc par

1 R 1o, &
Vi = e 20%/ ge Yidi = ——-S¢ 27 (8.2.34)
2ro,0, 0

v =——=2=_—]—= (8.2.35)

7. c’est-a-dire le nombre de passages par unité de temps
8. Nous voyons ici que les variances des vitesses ont également leur importance dans une analyse
stochastique. Elles peuvent étre estimées a partir de la formule 8.2.22
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F1GURE 8.2.10 — Illustration de processus en bandes étroite et large :
zéro.

passages par

ol my et mg sont les moments spectraux définis au paragraphe précédent, cf. (8.2.22).

Lorsqu’il s’agit d’un processus en bande étroite?, cette fréquence est trés proche de la
fréquence du pic. Etant donné que le contenu est pratiquement unifréquentiel, ce type
de processus se rapproche d'une sinusoide dont I’amplitude varie lentement au cours
du temps (ce phénomene de battement provient des contributions des fréquences
voisines) et passe donc environ une fois par zéro par période.

Pour un processus en bande large, le nombre moyen de passages par zéro doit étre
calculé sur une durée beaucoup plus longue pour en avoir une bonne estimation.
Les passages par zéro sont dispersés moins uniformément et se produisent plutot par
groupes.

Pour I'exemple du processus en bande limitée dont les moments spectraux ont été calculés
précédemment (p. 179), la fréquence de passage par zéro vaut

wo

2T

Aw?
3wd

+

N (8.2.36)

9. Processus dont la densité spectrale de puissance possede un pic marqué pour une seule fré-
quence, contrairement & un processus en bande large pour lequel le contenu fréquentiel est distribué
entre plusieurs pics, ou sur une bande de fréquence beaucoup plus étendue
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FIGURE 8.2.11 — Zone de 'espace de phase concernée par le passage par un maximum.

On retrouve donc bien le comportement limite vy =~ 52 pour Aw <. La figure 8.2.10
représente des échantillons de ce type de processus pour wy = 70rad/s, Aw = 5rad/s et
wo = 70rad/s, Aw = 60rad/s. O

Statistiques des maxima

Apres avoir estimé la fréquence de passage par un seuil z = £ | essayons maintenant
d’obtenir la fréquence de passage et la densité de probabilité des maxima relatifs.
Par raccourcissement de langage, les termes mazimum/mazima seront utilisés pour
représenter les maxima relatifs alors que les maxima absolus seront appelés extrema.
La condition d’occurrence d’un maximum, qu’il soit positif ou négatif, est que la
vitesse s’annule et que l'accélération soit négative. Donc, pour qu'un maximum se
produise entre t et t + dt, il faut que les trois conditions suivantes soient réunies

z(t) <0,
z(t) > 0, (8.2.37)
z(t + dt) < 0.

Supposons que l'intervalle de temps dt soit suffisamment petit que pour pouvoir y
supposer une accélération constante. Dans ce cas, VO < 7 < dt

Bt+T) = #(t)
Bt +T) = @)+ i), (8.2.38)

Si bien que la troisieme condition ci-dessus puisse aussi s’exprimer par
z(t+dt) = z(t) + dtz(t) < 0 — z(t) < |2(t)] dt. (8.2.39)

De méme que la densité de probabilité conjointe entre le déplacement et la vitesse
nous a permis de calculer la fréquence de passage d’un seuil, la densité de probabilité
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jointe entre le déplacement, la vitesse et 'accélération devrait nous permettre de
calculer la probabilité d’occurrence d’'un maximum entre les instants t et ¢ + dt

Yoo [0 p—idt
Pm = //p(w,i:,i")dxd:tdit = /_Oo /—oo/o p(x, z,z) dr didx (8.2.40)
Vm

zdt

ou l'intégration est réalisée sur le volume satisfaisant les trois conditions. En sup-
posant a nouveau que l'intervalle de temps dt est infiniment petit, on peut aussi
écrire

+oo 40 +oo
P = / / zp(x,0,2)dr dv dt = / Pmax (%) dx dt = pdt (8.2.41)

Pmax (I)

ou p correspond a la probabilité d’avoir un maximum par unité de temps, c’est-
a-dire la fréquence de passage par un maximum. Puisque l'intégrale de la fonction
Pmax(Z) représente la probabilité d’avoir un maximum (par unité de temps), la fonc-
tion ppax(x) représente donc la probabilité d’avoir un maximum compris entre x et
x +dx.

Mis a part 'hypothese de stationnarité, les relations développées ici sont tout a fait
générales et peuvent étre particularisées au cas du processus gaussien centré dont la
densité de probabilité conjointe entre trois variables s’exprime par

R 1 1 Tg—1
plr,r,r) = ———e 2° x 8.2.42
(2.:8) = e (8.2.42)
T mg 0 —me
ou X = r petS = 0 mo O représente la matrice de covariance
T —1N9 0 my

reliant le déplacement, la vitesse et 'accélération. Les quatre éléments en haut et
a gauche de cette matrice ont été utilisés pour le calcul de la probabilité de fran-
chissement de seuil (pas de corrélation entre déplacement et vitesse). La densité de
probabilité conjointe entre le déplacement, la vitesse et l'accélération devient donc

1 1 (i M4z2+2m2zii+2moi2)
Dz, ) = e U g
873 —m3
m3mg (memy — m3)

(8.2.43)

Le remplacement de cette relation dans (8.2.41) mene finalement & une fréquence de

passage par un maximum
1 my
=—/— 8.2.44
=5\ ( )
et une densité de probabilité des maxima

1—e2
7]2

]- 772 € n t2
Pmax(n) = T ge 22 + /1 — 827)62/ e”zdt (8.2.45)
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FIGURE 8.2.12 — Densité de probabilité des maxima (relatifs) en fonction du
parametre spectral du processus.

v\ 2
oun = \/meo ete2=1-— %EM =1- (%) (parametre spectral).

Le premier cas limite, € = 0 , correspond au processus en bande infiniment étroite
(chaque échantillon est une sinusoide) tel que la fréquence de passage par zéro a
pente positive soit égal a la fréquence de passage par un maximum et aussi égal a la
fréquence dominante ngy, (mo = n2, mgy et my = n3, msy). Dans ce cas, la loi de
densité de probabilité des maxima dégénere en une loi de Rayleigh : aucun maximum
relatif n’est négatif et le maximum moyen (différent du maximum le plus probable
dans ce cas!) est donné par

MAX = \/g /o =~ 1.25\/m0. (8.2.46)

L’autre cas limite, ¢ = 1 , correspond a un processus en bande large pour lequel
la fréquence de passage par un maximum relatif est beaucoup plus grande que la
fréquence de passage par zéro. Dans ce cas, les maxima sont nuls en moyenne. Leur
distribution tend vers une distribution gaussienne dont 1’écart-type correspond a
celui du processus lui-méme.

Le parametre spectrale d’un processus en bande limitée s’exprime par

Aw? Aw?
o fom 2| <15+ ”%) (8.2.47)
- - 2 4 e
momy  3\| 54 1084 4 Awt
wo wo

I1 varie entre 0 et 2/3 du processus en bande étroite au processus en bande large, cf. Fig.
8.2.13. La fréquence de passage par un maximum (relatif) s’exprime par la relation

A 2
Wo 25-1—37‘% Aw?

== |1+
2m 15+ 529 W
0

w

[ (8.2.48)
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FIGURE 8.2.13 — Parametre spectral du processus en bande limitée.

pour laquelle on peut constater que p ~ 52 pour Aw < (processus en bande étroite, un
maximum par période). La figure 8.2.14 illustre le calcul des fréquences de passage par un
maximum. Dans I’échantillon en bande étroite généré, on peut recenser 112 passages par
un maximum pendant 10 secondes, ce qui correspond précisément avec la prédiction par
la formule (8.2.48) ot wy = 70rad/s, Aw = 5rad/s (p = 11.2 Hz). Pour 1’échantillon en
bande large, il faut comparer 156 passages sur 10 secondes a une fréquence (= 16.0 Hz)
obtenue avec la relation (8.2.48) ot wy = 70rad/s, Aw = 60rad/s, ce qui reste relativement
précis. [

Statistiques des valeurs extrémes

Le paragraphe précédent vient d’expliquer comment obtenir la densité de probabilité
des maxima relatifs ainsi que leur fréquence d’occurrence. Connaissant la durée du
phénomene observé, on peut donc en déduire le nombre de fois ou le processus passera
par un maximum. Nous nous proposons maintenant de déterminer la densité de
probabilité de I'extremum, c’est-a-dire du plus grand de ces maxima relatifs atteints.
Admettons que la densité de probabilité des maxima relatifs soit connue et représen-
tée par la fonction pyay(z). Pour rappel, la fonction de répartition qui y est associée
s’exprime par
a
Prax(a) = / Pmax()dx = prob(z < a). (8.2.49)
—o0

Considérons un ensemble de n valeurs z;, ¢’est-a-dire de n maxima relatifs et définis-
sons une nouvelle variable ™ comme étant le maximum de ces n valeurs, c¢’est-a-dire

I'extremum
y™ = max ;. (8.2.50)

i=1,...n

A condition que les n maxima étudiés soient choisis indépendamment I'un de ’autre,
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Fonction de répartition Densité de probabilité

.
P
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F1GURE 8.2.15 — Fonction de répartition et densité de probabilité de la variable y
(maximum de n valeurs distribuées selon une loi de Rayleigh).

la fonction de répartition de cette nouvelle variable est donnée par :
P, (a) = prob(y™ < a) = [Prax(a)]" . (8.2.51)

En effet, pour que y™ soit inférieur & une valeur fixée a, il faut que chacune des n
valeurs x; le soit aussi. A partir de la fonction de répartition, il est ensuite possible
d’obtenir la densité de probabilité de I'extremum

o dpy(n) (a)

Py (a) = da " [Prnax(a)]

n—1 deax(a)

=N [Poax(@)]" " po(z).  (8.2.52)

Imaginons le cas d’'un processus gaussien centré et en bande étroite. Dans ce cas, nous
avons vu au paragraphe précédent, cf (8.2.45), que la densité de probabilité des maxima
relatifs dégénérait en une distribution de Rayleigh

z? z?

Pmax(T) = %672."7:% < Ppax(z) =1— e 202 (8.2.53)
0.1’

La fonction de répartition du maximum des n valeurs et la densité de probabilité qui en
est déduite sont données par :

Py(a) = [Px<a>]":[1_e }

x

g2 qnel r _ a2
pyla) = n[l—e 20%} —e i, [ (8.2.54)

Oy

On constate sur le graphique de la figure 8.2.15 que 'on retrouve, pour une valeur
de n = 1, la densité de probabilité des maxima relatifs, ce qui est effectivement
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conforme a l'intuition. Plus la valeur de ce parametre n augmente, plus le nombre
de maxima considérés augmente et plus le pic est pointu.

De méme que les moyennes et variances sont utilisées en pratique pour caractériser
des densités de probabilités, lorsqu’il s’agit de valeurs extrémes, d’autres grandeurs
représentatives sont également utilisées :

— le maximum attendu U™ sur une série de n maxima. Il est tel que : P,(U™) =
1— % et représente la valeur qui n’est dépassée en moyenne qu'une seule fois
sur un ensemble de n valeurs;

— le maximum le plus probable u™ qui correspond & la valeur maximale de la

el 2 e, s dpy(n) (a)
densité¢ de probabilité : ——~—— =0;
@ a:u(”)
. . — +00 . N
— le maximum moyen sur n maxima y™ = [ *yp, w (a)da : il correspond &

la valeur moyenne (au sens habituel) des n maxima relevés, c’est-a-dire au
barycentre de la densité de probabilité ;

N2
— la variance du maximum sur n maxima [a(”)f = fj;o <y - (")> pyw (a)da

elle correspond & la variance (au sens habituel) des n maxima relevés ;
— T'augmentation logarithmique o™ qui mesure la vitesse a laquelle augmente

la valeur (d)u maxir(num attendu lorsque la taille de I’échantillon augmente :
1 au™ __du™

a™ 7 dln(n) dn °
Pour 'exemple développé jusqu’ici (distribution de Rayleigh pour les maxima relatifs), on
peut déterminer les valeurs prises par les grandeurs qui viennent d’étre définies :
v(m?
— le maximum attendu: 1 —e 20% =1-— % = U™ =,/2In(n)o,
— les formes analytiques du maximum le plus probable et du maximum moyen sont
trop compliquées a obtenir ; elles peuvent cependant étre calculées numériquement.
Le graphique de la figure 8.2.16 reprend 1’évolution des trois maxima définis en
fonction du nombre de maxima considérés. Il indique que le maximum moyen est
toujours légerement supérieur au maximum le plus probable. Ceci traduit I’asymétrie
de la densité de probabilité autour de sa valeur maximale : tout comme la courbe
de Rayleigh associée a n = 1, lorsque le nombre de maxima considérés est plus
important, il y a toujours un peu plus de "matiere” a droite du maximum de la
courbe plutét qu’a gauche;

— T’augmentation logarithmique : o™ = d;(n) = 2;:(71)
O

dn
Ainsi que cela vient d’étre mis en évidence dans I’exemple précédent, le calcul ana-
lytique des différentes moyennes définies devient rapidement compliqué. C’est pour
cette raison que différentes fonctions asymptotiques ont été introduites. Ce sont des
fonctions simples qui permettent d’approcher le comportement des densités de pro-
babilité réelles dans le voisinage des différentes moyennes. On distingue ainsi les
asymptotes de Gumbel, Frechet, Weibull ou encore Cramer.

Ces nouvelles fonctions introduites restent néanmoins assez compliquées a utiliser
mais, pour de grandes valeurs du nombre n de maxima relatifs, les relations suivantes
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facteur de pointe
n

05t —o— Maximum attendu
: = Maximum moyen
—— Maximum le plus probable
0 n : . n
0 200 400 600 800 1000

n

FIGURE 8.2.16 — Représentation des différents types d’extrema pour un processus en
bande étroite.

fournissent des résultats assez précis :

g = U<n>+% (8.2.55)
)12 us
[c™]” = ) (8.2.56)

ol v est la constante d'Euler (v = 0.5772).
Ces formules peuvent étre appliquées a un processus gaussien centré dont la largeur
de bande n’est pas nécessairement étroite (¢ # 0). Au paragraphe précédent, nous
avions déterminé que la densité de probabilité des maxima relatifs variait avec le
parametre spectral ¢ caractérisant le processus aléatoire :

iz

1 712 712 = N 2
Pmax(n) = T ge 27 +V1 —e%ne” 7 / e 2dt (8.2.57)

La fonction de répartition associée a cette densité de probabilité s’obtient par inté-
gration :

n
PmaX<77) = / Pmax(ﬁ*)dﬁ*z

1 2 B .2
T {—\/g (1 iy s?) +/ eTdt  (8.2.58)
15_5277 5
—V1 =2 % / e zdt
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facteur de pointe

1.5

= Maximum moyen
—e— Approximation

0 200 400 600 800 1000
n

FIGURE 8.2.17 — Validité de I'approximation dans le cas d'un processus de Rayleigh.

Il est évident que la fonction [Pyax(n)]” devient encore plus compliquée & traiter
analytiquement. C’est pour cette raison que les formules (8.2.55) et (8.2.56) sont
utilisées dans ce cas. Les formes analytiques du maximum attendu U™ et de I’aug-
mentation logarithmique o™ qui interviennent dans ces relations sont difficiles a
exprimer analytiquement. Ces deux grandeurs peuvent cependant étre approchées a
I'aide de développements asymptotique (en fonction du parametre spectral ¢)

U = \/2m(nyT—2) i
o \/2 In(nv1 — €?)
_ —

Ces deux formules sont valables pour autant que I'on se trouve dans les limites

(8.2.59)

e < 0.9
n > 50. (8.2.60)

Lorsque le processus est en bande étroite (¢ = 0), ces relations dégénerent en les
formes analytiques calculées a 'occasion de I'exemple précédent. Pour un processus
stationnaire dont on examine un intervalle de temps de durée T', le nombre de maxima

relatifs vaut

T my
=ul=—,/— 8.2.61
" H 2T mo ( )

ou p représente la fréquence de passage par un maximum relatif, cf. (8.2.44). On
déduit donc que

T [my mo T [my
Ao L fma_me L fma s 8.2.62
" c 2w\ mao /momy 2w\ my Yo =T ( )
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ot vy représente la fréquence de passage par zéro et ng représente le nombre de
passages par zéro durant la période d’observation 7. Le maximum moyen et son
écart-type s’écrivent donc finalement sous la forme

Yy = gymo (8.2.63)
N——"

(o

[o™]? = 0 (8.2.64)
6+/2In(Tvy)

ou g = [ 2In(Tvy) + ﬁ est appelé le facteur de pointe du processus aléa-
n Z/O

toire z. Ce facteur revét une importance majeure puisqu’il permet de déterminer
I'extremum moyen d’un processus aléatoire gaussien a partir de son écart-type uni-
quement. Etant donné que pour des valeurs importantes du nombre n de maxima
relatifs observés, la densité de probabilité de I’extremum est une fonction fort pointue,
le dimensionnement d’une structure dans les conditions extrémes recourt générale-

ment & I'utilisation de extremum moyen y(™).

L’expression du facteur de pointe a été obtenue en supposant que :

P, (a) = prob(y™ < a) = [P,(a)]" (8.2.65)
Ceci revient a supposer que les maxima se produisent indépendamment I'un de I’autre
(modele de Poisson), ce qui n’est pas tout a fait vrai dans la mesure ou les maxima
considérés sont successifs. La discussion de cette hypothese a mené a 1’élaboration
d’autres modeles de facteurs de pointes plus précis (VanMarcke, par exemple).

8.3 L’analyse dynamique stochastique

Dans ce paragraphe, nous allons développer les notions relatives a la résolution de
I’équation du mouvement pour laquelle le membre de droite est un processus aléa-
toire. De méme que pour les méthodes déterministes développées ci-dessus, la réso-
lution peut s’effectuer dans le domaine temporel ou dans le domaine fréquentiel, le
passage de 1'un a 'autre s’effectuant a ’aide de la transformation de Fourier.

Les développements sont d’abord entrepris dans le domaine temporel car, pour une
personne non familiere avec ce type de probleme, cela permet de le traiter de la méme
maniere que pour l'analyse déterministe. D’autre part, cette maniere de présenter les
choses montre que la résolution déterministe habituelle peut étre considérée comme
un cas particulier de la méthode probabiliste.

8.3.1 Dans le domaine temporel

Etant donné que les efforts appliqués a la structure sont maintenant supposés étre
caractérisés par une densité spectrale de puissance ou, de fagon équivalente, par une
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fonction d’autocorrélation, 1’équation du mouvement prend la forme suivante
Mx (t) + Cx (t) + Kx (t) = p (1) (8.3.1)

ou cette fois les variables X, X, x et p sont des processus aléatoires. Dans ce cours
nous allons nous limiter a I’analyse de systemes a un degré de liberté et donc résoudre
une équation du type

mg+cq+kqg=p (8.3.2)

ou ¢q et p sont des processus aléatoires. Cela signifie que nous serons en mesure
d’étudier soit la réponse de structures simples pouvant étre modélisées par un seul
degré de liberté, soit la réponse dans un mode d’une structure plus complexe. Par
le principe d’extension qui nous a permis de passer du systeme 1-DDL au systeme
M-DDL déterministe, les développements suivants peuvent étre également étendus a
I’analyse stochastique de systemes M-DDL.

Afin de faire le lien avec I’approche déterministe, il est assez commode de se repré-
senter I’ensemble T, de toutes les sollicitations p possibles dont la densité spectrale
de puissance correspond a la densité donnée. L’ensemble T, représente donc le “cha-
peau” hors duquel les processus aléatoires p doivent étre tirés.

Pour chacune de ces réalisations, 1’équation du mouvement peut étre résolue et une
réponse particuliere ¢ peut étre attribuée. En répétant 'opération sur l'infinité de
sollicitations qui constituent T,, on obtient alors une ensemble de réponses T,. Les
caractéristiques statistiques (la densité spectrale de puissance, essentiellement) com-
munes a toutes les fonctions de Y, sont les grandeurs recherchées.

Analytiquement, chacune des réponses s’obtient a I’aide de I'intégrale de Duhamel
t
q(t) = / p(7) h(t — T7)dT (8.3.3)
0

ou h(t) = m#wde_f“‘“t sin wyt représente la réponse impulsionnelle de cet oscillateur

simple. La moyenne et la variance de la réponse dynamique ¢ sont obtenues en moyen-
nant sur tous les échantillons. On définit pour ce faire 'opérateur £ qui représente
une espérance mathématique réalisée a travers I’échantillonnage. En appliquant cet
opérateur a ¢ , on obtient

£ [q ()] = g (1) = / £ [p (7)) h(t — r)dr, (8.3.4)
soit

o () = /0 () bt — 7y (8.3.5)

De méme, 'application de 'opérateur & a

q(t1)q(ta) = /Olp(ﬁ) h(tl_Tl)dTl/OQP(TQ) h(ty — 72)dm,
= /02/()1]9(7'1)]?(7'2) h(ty — 1) h(ty — 72)dridTs

193



donne

€ la(t)a(tz)] = /O 2 /0 £ [p (1) p (72)] h(ts — 1) h(ta — T)dmidrs. (8.3.6)

Le facteur £ [p(m1)p(m)] correspond a la seconde fonction moment du processus
aléatoire de sollicitation. Cette formule établit donc la relation entre les fonctions
moments de la sollicitation extérieure et de la réponse dynamique. C’est I’équivalent
stochastique de I’équation de Duhamel qui donne la relation déterministe entre sol-
licitation et réponse.

Dans le contexte d’une sollicitation stationnaire, le facteur &€ [p (71) p (72)] correspond
a la fonction d’autocorrélation et s’exprime en fonction de A7 = 7 — 75 uniquement.
Pour autant que la sollicitation soit stationnaire, on peut donc écrire

t1 T1
Elq(t)q(t2)] = / R, (AT) h(ty — 7)) h(ta — 7 + AT)dATdT. (8.3.7)
0 T1—t2
En particulier pour t; = t,, on retrouve le moment d’ordre 2 de la réponse
t T
) = / / R, (A7) h(t — ) h(t — 1 + Ar)dArdr.  (8.3.8)
0 T1—t

Il est important de remarquer que, méme si la sollicitation est stationnaire, les carac-
téristiques statistiques de la réponse varieront dans le temps. On peut comprendre
ceci en admettant que la structure part d’une condition initiale déterministe et rentre
en vibration sous l'effet du chargement aléatoire. Apres un instant tres court (vis-a-
vis de la constante de temps du systéme), les déplacements seront tres probablement
plus faibles qu’apres un laps de temps beaucoup plus long. Cela se traduit en termes
de probabilités par un carré moyen ¢2 plus faible aux premiers instants qu’apres un
temps assez long.

Prenons ’exemple d’un oscillateur a un degré de liberté sollicité par un bruit blanc centré
(tp = 0) d’intensité Sp. La fonction d’autocorrélation associée & un bruit blanc est une
fonction de Dirac centrée en A7 = 0 et d’intensité R, = 27Sp. Puisque la sollicitation
moyenne est nulle, il en est de méme de la réponse moyenne, cf. (8.3.5). Le carré moyen de
la réponse s’identifie donc a sa variance et s’exprime par

t T1
O'g(t) = / / Ry (AT) h(t — 11) h(t — 71 + AT)dATdT. (8.3.9)
0 71—t
En raison de la fonction de Dirac, I'intégration sur A7 est triviale ', et donne

o2(t) = R, /O B2(t — m1)dr. (8.3.10)

10. puisque 11 € [0,t], 71 — ¢ € [—t,0] et le domaine d’intégration de 71 — ¢ & 71 couvre
nécessairement la plage singuliere du Dirac
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FI1GURE 8.3.1 — Réponse transitoire d'un oscillateur soumis a un bruit blanc et par-
tant du repos (représentation temporelle).

En remplacant h(t) par son expression pour 'oscillateur simple, on obtient apres quelques
développements ’expression du carré moyen de la réponse

28wt 1 _ 5% &1 :
1—e <1 Rl gy cos (2wqt) + 7\/@ sin (2wdt)>] .
(8.3.11)
Cette formule permet de retrouver la constante de temps caractéristique du systeme 253“)1
(coefficients de I'argument de lexponentielle). Elle donne une idée du temps nécessaire
avant d’obtenir la stabilisation du systéeme. Ceci est conforté par les courbes de la figure
8.3.1 qui indiquent une période de mise en régime d’autant plus importante que le coefficient
d’amortissement relatif est faible. La variance est exprimée par une exponentielle modulée
par des sinus et cosinus. C’est de ces dernieres fonctions que proviennent les oscillations
autour de ’exponentielle. Leur période est égale a la moitié de la période propre du systéme,
ce qui est logique puisque la variance est une grandeur qui "gomme” les signes : dans le
cas d’une oscillation harmonique, ce qu’il se passe entre 0 et 7'/2 est identique en valeur
absolue a ce qu'il se passe entre 7/2 et T. On remarque également que 'amplitude des
oscillations autour de ’exponentielle est d’autant plus faible que ’amortissement £ est
grand ; il en est de méme de ’écart-type maximum, ce qui semble étre conforté par un avis
intuitif.

R

2 P
oc(t) = ————
q( ) 4§1w§’m2

Apres un laps de temps suffisamment important, la variance de la réponse se stabilise

autour de la valeur B s
2 D oW1
t) = = . 8.3.12
73(*) 4&wim? 261 k2 ( )

La figure 8.3.1 représente clairement la non stationnarité de la réponse, bien que la sollici-
tation soit stationnaire. Il s’agit de ’équivalent probabiliste de la réponse d’une structure
a une sollicitation harmonique pour laquelle il existe également un terme transitoire s’at-
ténuant au cours du temps. En déterministe comme en stochastique, c’est généralement
la partie stationnaire (stabilisée) de la réponse qui est intéressante. L’analyse probabiliste
dans le domaine temporel est donc un outil puissant, mais qui fournit une quantité d’in-
formation parfois trop importante. A moins de vouloir calculer effectivement une réponse
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transitoire, cette méthode temporelle n’est guere commode car 1’état stationnaire ne peut
pas étre estimé directement.[]

8.3.2 Dans le domaine fréquentiel

De ’étude déterministe des structures a un degré de liberté, on a pu apprendre
que 'approche fréquentielle permet de ne conserver que la composante stationnaire
de la réponse. Cette approche semble donc étre ’approche la plus adaptée pour ne
déterminer que 1’état stabilisé de la réponse.

Dans le domaine fréquentiel, 'analyse déterministe se résume a

Qw)=H(w)P (w) (8.3.13)

ou H est la fonction de transfert et P est la transformée de Fourier de la sollicitation.
Partant de l'estimation statistique de la densité spectrale de puissance, cf. (8.2.19),
on peut écrire

.2 .2
Suw) = lim 5 1Qw, 1) = [H (w)* lim = [P(w, D)
= |[H(@)[* S, (w). (8.3.14)

Cette relation montre que la densité spectrale de la réponse d’un oscillateur simple
s’obtient en multipliant la densité spectrale de la sollicitation par la norme au carré de
la fonction de transfert. Connaissant maintenant la densité spectrale de puissance des
déplacements de la structure, il est facile d’obtenir les variances ou autres moments
spectraux (par intégration sur les fréquences). Puisque 1'on sait également que la
densité spectrale de puissance contient toute I'information nécessaire a ’estimation
des grandeurs extrémales, les valeurs de dimensionnement peuvent étre obtenues
comme un sous-produit immédiat des moments spectraux.

La densité spectrale de la réponse de ’oscillateur simple sollicité par un bruit blanc d’in-
tensité Sy s’écrit (cf Fig. 8.3.2)

_ S ! |
Fog) s (az)

La variance du déplacement de I’oscillateur s’obtient par intégration de la densité spectrale
sur les fréquences

/+<>o - & +o00 1 7TSO‘~U1

(8.3.15)

Sq(w) = So|H (@)

2 _
z

. Sz (w) dw = =N (1 B %92 . <2£151)2dw = TR (8.3.16)

Cette relation est identique a celle obtenue lors de la résolution dans le domaine temporel.
Le chemin utilisé pour y arriver est cependant différent dans la mesure ou cette fois, I’état
stabilisé du systeme a pu étre directement calculé.[]
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FIGURE 8.3.2 — Réponse d’un oscillateur soumis a un bruit blanc (représentation
fréquentielle).
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9.1 Généralités sur les séismes

Under progress
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Under progress
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10.2.1 Généralités sur les impacts et explosions
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biles

10.3.1 Généralités sur le chargement de piéton

Under progress
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